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AVVERTIMENTO 

DELL’ AUTORE 


Siccome il terzo ed insieme ultimo Tomo che ter- 
minar doveva il mio Corso, era di una .soverchia mole, cosi 
ho giudicato miglior partito dividerlo in due. 

11 Tomo terzo dunque , che or viene alla luce, è il pe- 
nultimo e con un quatto, il quale già trovasi sotto il Tor- 
chio, finirà il Trattato. 

In questo Tomo si contengono più ampie Teorie so- 
’ pra T integrazione delle funzioni differenziali , e differen- 
» ziali parziali, e la domina degl’ integrali delle equazioni 
di quaiunaue classe , estesa quanto permette lo stato at- 
tuale dell’Analisi. 

Sono nell’ ultimo le dottrine sopra le soluzioni partico- 
lari ; sopra i contatti delle curve a doppia curvatura e delle 
'superficie sopra le superficie generate dal movimento di altre: 
sonovi egualmente ulteriori applicazioni alla Geometria cd 
alla Meccanica , e la generai Teoria dei Massimi e dei 
Minimi delle formule differenziali ed integrali, conosciu- 
ta sotto il nome*di Calcolo delle Variazioni ; con due 
Appendici poi, una soprale differenze- differenziali, e l’ al- • 
tra sopra gl’infinitesimi, termina il Tomo. 

Alla fine poi di quel Tomo porremo la nota degli 
Errori tipografici occorsi in tutta 1’ Opera, 
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V. 

CONTINUAZIONE DELLE DOTTRINE 
ESPOSTE NEL C. 

Sopra V Integrazione delle 


§■ U8. ^'^Uanto abbiamo detto nel Cap. I. sopra l’Integra* 
zione delle funzioni, non formando una Teorìa 
<<be possa dirsi in certo modo completa per lo stato attuale della 
Scienza, ho creduto prezzo d’opera aggiungere le cose che seguono. 

Sia Jìl£±Ì£lL*L ] a formula differenziale della quale si yo- 

( a -+ b c o s p ) 

glia 1’ integrale . Supponiamo per questo 

r — Anne _j_ / } indicando per 

J ( * -+ h cu p )* ^ 1 (« -+ icot p)* 

A , B, C quantità costanti da determinarsi : ora ad oggetto di ot- 
tenerne i respettivi valori, prendiamo i differenziali dell’ unoe dell’al- 
tro membro di questa supposta equazione, ed avremo, togliendo i 
denominatori comuni, ■ * • . 

f -p g cos p ■ = A cos p(a*+i eoe p ) -f* nAb sen 
C cos p ) (« -f- b cos p ) , 

la quale a causa di senp ' — t — cosp* prende questa forma 
{ t- f -+• n Ab -t- Ba } -p { Ca -+■ B5 A a — g} cos p -f» 

% * ’ ' * * .4 » • 

{Aó — nAb ~b Cò} cosp 1 = o, da cui si ricavano l’ equazioni 

. - ■ .H ^ / - 

B» - 4 - nAb — f — o , C a A a — g— o , Ab — nAb -t- 

Cò = o, é qu ndi 

Tom. III. A 
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A — J] _ '» / -*■ te (J _ ( » — I ìla g —tf) 

n(aa — bb) aa — bb n [aa — bb) 

Avremo iu questa guisa ridotto l’ integrale della proposta 
formula a quella di una formula ad essa simile, nella quale però 
il denominatore è elevato ad una potenza minore di una unità. Co- 
sì supponendo indicato per n un numero intiero e positivo, cd an- 
dando di riduzione in riduzione, giungeremo infine alla formula in- 
tegrale di questa forma f > dal1 ’ integrazione della 

quale dipenderà quella della proposta medesima . 

§. 149. Per averne 1 ’ integrale osservo, che 


ALJHA. __ {P adp . dQ!™ * 

a -+• b cos p b b (a •+ o co s <p ) 1 


/ dp ( h - 4 - b cos <f) r 

a -+ b cos p J 


h.J t pi 

a-b b cos p b 


akdp 

b(a-bb cos p) 


kt> 

b 


hi —— f — ^ — , e così l’ integrazione è ridotta ancora a quella 

b J a-b b cos p ° 1 

d’ una formula più semplice C — 

1 1 J a -4- b cos p 

,t Facciamo tang ~ <p = t , ed avremo dp = ^7 » ma que- 
sta sostituzione ci dà seri — e - — - c cos — cp = ——± — -, 

' da cui si ricava cos <p = ; dunque a -f- b cos <p = 


I - 4 - SS 


i±L±l±^llll , e quindi = f r ± f t —r T7l - 

1-4- tt * J a -4- b COS p J a -b b-b(a — b) tt 

L’integrale di questa formula (101) è un angolo o nn lo- 
garitmo, secondo clic il coefficiente di t 1 è positivo o negativo. 
Nel primo caso si ha 

f — ( 3 — = — - ? ... Ave. tang. t V , essendo t = tang-p. 

J a -bb cos ip V(aa — bb) a a -bb ^ a 

Quest’ integrale svanisce quando p = o. Volendo poi quest’ in- . 
regnile esteso dal termine p = o sino a p — 180°, ovvero t = 00 > 
si avrà 
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/ . — Q — = — — — . — f essendo v la semiperiferia per il 
V(*« — M) a * 4 

raggio I. 

§. 150. Si pnò ancora ottenere l’integrale di — espres- 
so io serie ordinata per i coseni degli angoli multipli ; infatti essendo 
! sss 1 — n pos p ~b n cos e* — n ‘ cos p } ~b « 4 cos a 4 — eo. 

1 -+ i ni » r r 

Si cangino le potenze del coseno in coseni degli angoli multipli 
per mezzo delle formale di trasformazione , date per questo oggetto 
nell’ introduzione al Calcolo Sublime , ed avremo per le potenze 
impari 

cos p = cos p 

cos p* = -3- cos p ~b -L cos 3 p 

cosp* = ~ cosp ~b ~7 cos 3P -+• ~cos$p 

cos p 1 = cos p - 4 * cos SP -b cos $p ~b ± cos IP 

cosp 9 = '£cosp -t. I^cos 3 p~b ^cossp-b^cosyp H» • • • .' 

ove bisogna avvertire che facendo generalmente 

2 ttt l 

cosp = Aj cosp — r Bcos3p h- Ccossp “l* Dcos7<p -+* 

E cos 9$ -f. ec. , si ha 

A = a » - 3- 5 - — l ) 3 6 _ to «4 4 n i — a 

3 . 4 . 6 .... 2M 


a 3 4 


B = !L-iA; C 

W *+ I 


— B; D = =^C; E = !5^iD ec.; 

I-H* w-t-3 *-t- 4 


e per lo potenze pari > 

COSip° = i 

cosp' = ^- -p. LcqS2P 
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COS p* = -f- A COS 2vp —i — i- COS 4p ' ' . 

COS®* = — -+• -L5-COS 2 p -4- — - COS 4® -f — COS 6® ì 

3» 3* 3- 3Ì r 

COS = g -h ^ COS 2?1 H- JJJ COS 4P -4- 4 S COS 6p -f g COS ; 

in generale ponendo 

e osp' "‘ = A' -+ B cos 2 p -+ G'cos 4 p -+ D'eos 6p -+ E'cos 8<p •+• ce. 
si ha 

Am —3 


A' = r- 3 -S (aw — 1 > 

2.4.6 21» 


a‘« 


6 10 >4 

a ' 3~ ' 4 


B = - 2m ~ A'; C = E=J B ; D' = E' = cc.r 

BI-+I *w •+ a ra - 4 - 3 1» -+• 4. 

se ora si sostituiscono questi valori nella serie che rappresenta 
lo sviluppo di — s’ avrà 

17 1 I -b a e»4 f 

1-^- = i H- ~n' h- - n* — n* - 4 . H- ec. 

I -bocoit ’ » H 3* .a» 

— -f ,n -}* - 2 _«’ - 4 - i£ n s - 4 - ri 7 h- ec. ì- cosa 

v - • 4 16 <54 ‘ 

-4- £ 1. n H- n* — t- g n 6 — t- g «® H- ec. y cos ip 

- {t“ ! *+ i' 1 ’ ì: nt H * ,%° 9 -*■ ec > cas M 

.. ^{±n* + ±rt 6 ^£* t ^oc.}co S 4P 

- {£»' ^2k' ,# " hec -J cos & 

•+ {^« 4 ■+• -H- ec. } cosò? 

— ec. 

Se pertanto si fa 

= A" — B"cosp h~ Q"cos.2p — D" cos 3P - 4 ~ ee. 


I 


1 u coi p 

avremo 
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i h. In' H- H- g»‘ •+ £*' H-'ec. f oTvert> 


r .3 , » . 3 ■ • a • s n ” _ 4 . 

— I-J n — t /I — t* „ ; » "+■ 

1 * n * O A <2.d.ò 


1 - 3 iS „« 


'•«•Ala* 


2-4 


2.4.6 


2 . 4 . ù . 3 


ec. 


A" = -~i— . 

Vii — **) 

Si ridurranno così ad espressioni finite anche gli altri coeffi- 
cienti • ma per vedere più facilmente la legge che seguono tra d* 
loro, e come dato il primo A", si possano trovare tutti gli altri, 
moltiplichiamo 1 ’ equazione 

l A" - B cos p -+ Ccos a<p - D" cos yp h- E"cos 4^ - ec. 

1 ■+ a coi 9 

per 1 4» cos p , e poiché : ■ > ■ '■ 

eos p cos mp = cos (m — 1 )f> -+ \cos{m H- *)P» avremo 
, _ A" — B~ cos p -t- C" cos 'ip — D"cos3p H-ec. 
L B "« -f- A" a cosa — 1 - B "n cos <ìp -t- - C n cos $p -+ ec. 

2 a 

-f. _L C"/x cqs p — - D"« cos 3 p - 1 - E' 7 » 3 -P ec - 

2, » 


ed in conseguenza 

B" = — ( A" — 1 ) j 


E" = 


2 D" - C"* 


p», ìB' 1 — 2 A'* -Q" __ 2C" — B"« 

» 

' 2E." — t>"« ^ « ■ 

J 1 — ; — ! ) CC* 


Trovati questi coefficienti , avremo facilmente 1 integiale 

f * ... • imperocché essendo fdp.cosmp =~senmp, s’ avrà 

‘ •, - ! . 

r dt ’ = A"® — B "senp -h - Csenzp — B"sen 3 ® •+ 

/ 1 . 4 .«(wa • ■ * a * 

JLE".seB 4 P — ec. » serie che progredisce secondo i seni de- 
gli angoli p , a® » 32» ec. Osserviamo che se n > * * tutt j coef * 
fidenti A",B',C" ec » divengono immaginar) . e qmndwion 
può in questo caso aver luogo la nostra risoluzioro. pe ti * 

èssendo allora 1 -+• cosp = ncos — P > si avià 
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r «r»_ 

J l •+ n cos p 


- f — tang — <p . 
J cosi p‘ * 3 



Si vede da quanto abbiam detto, come potrebbero aversi gl’in- 
tegrali delle differenziali trascendenti trattate alla fine del Cap. I. , 
espressi in serie ordinate per i seni e coseni degli angoli multipli . 

§. 1 5 1. Vogliasi ora esprimere per una serie secondar i seni 
degli angoli multipli, l’ integrale di <ìcj> ( i « cos p) m , qualun- 
que sia m . 

Facciamo per qnesto 

( i H- « cos p ) m — A h- B cos p -f. C cos 2p h- D cos $p H- 


E cos 4 p h- ec. , ed essendo 


( i h- « cos p )* = i -t- n cos p -f. n ' cos <p s H* 

n 1 cosp' h- ec., se vi sostituiamo invece delle 

I.2.3 r 

potenze del coseno le espressioni riportate al §. antecedente, avremo 


A = IH- tC — J H ” — 3 > t » — 3 ^ 72“* -4. 

2.2 22 . 4.4 

«(«, — I )(«» — 2) (in — 3)(w — 4)(g — S) n <s . ec 
3 . 2 . 4.4. 6.6 

Trovato qnesto valore di A , si potranno facilmente trovare i 
valori degli altri coefficienti in questa guisa: 

Essendo A , B , C ec. tante funzioni di m , si prenda la 
differenza finità rapporto ad m , facendo aumentar la m di una 
unità della supposta equazione 

( 1 h- ncosp)* = A h- B cosp h- ec. , ed avremo 
( 1 h- n cos p ) m " + ' — ( 1 h- « cos p )* = ( 1 h- n cos p) m . n cos p = 
AA H- AB cos p H- AG cos 2£ h- ADC0S3P h- ec. ; quindi 
«A cos p h- «B cos <p ■ cos p — t- nC cos p . cos 2 p h- nD cos <}> X 
cos 3p H- ec. = AA h- AB cos p h- AC cos zp H- ADx 
cos 3P A E cos 4-p h- ec. , ovvero* 

72 A cos p h- nB (A h- —coszpy h- «C {Acosp h- — cos 3^}- 
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H-nl) <^-' r cos 2(p jCos 4P h- ec. = AA-*. AB cosp- 
A C cos 2 p h- AD cos 3$ h~ ec. , 
dalla quale equazione si ricava 


B = 


A AB — a A, D = - AC — ]) , 


E = A AD — C , F.= A AE — D ec. > cd in conseguenza 
B = — AA 

n 

G = £ A 3 A — aA 


n 
2 * 

» 

D == £ A’A — 3 . A A A 


E =^A"A — 4.2I A*Ah- aA 

F =£!A r A — 5 ?|A’A 4 5. A A A 

H = ^A s A-6.A*A 4 A-4- 9 .— A’A. — 2 A 
»* » 4 ■* 

L =^A 7 A — 7 -i! « 4 -^ A’A — 7.IAA ec. 

La legge con la quale progrediscono quest’ espressioni è mai 
nifesta : imperocché se indichiamo per P , Q , R tre coefficienti 
consecutivi , e se avrem trovato 


t» a / * /» 3 7 2 A /— a . , -i 4 A /— 4 . 

P = — A A — a -— rj A A — t* ò — A A 

,'- à .*“4 


c ec., 


Q = T^i ^‘ A ~ « ^A^'AH-è'^-J^-^-c'ec., 


sara 


R = 


/49 

2 

T-t- 2 


* • L* . . . » • 

A , **’ a A —'(«'•+ 1)7 A* A -f- ( 6' H- a ) X 


— S ; __ 3 

— — A A — ( c' -+• b ) ec. ; 
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anzi se noi indichiamo per M , funzione delle due variabili r,j* 

un coefficiente qualunque nell* espressione di R, essendo p l’indi- 
ce che determina la situazione di M ; e » l’ indice che determina 
quella di R , sarà M = M M , equazione a 

1 , , t* » — 1 , fi > — 2 , — I ^ 

differenze finite e jmrziali , dall’integrazione della quàlftisi ricava 
l’ espressione generale di M ^ . Non seguiteremo quest’ indagine ( 

perchè essa diviene oltre modo complicata. 

Per aver poi effettivamente le serie che esprimerlo i coeffi- 
cienti A,ll,Cec. , osserviamo chesr ha generalmente (Tom. I § 14) 

— 4 )(x — a)(x — 3 ) (tr — — i)X 

(* — 2 )..••( x — w — +• i)(«4i)|. dunque essendo 


A = 1 H- SLi”- 1 -? n -+ n* -+ 

2.3 . 8.4.4 


rnlm^ O ( » » -AÌ LTzl * 1 [^ ± } n 6 H- ec. , avremo 

2.3. 4.4 


B = ÌAA = 2 . 

» •'•a ».a .4 

i»(» — !)•( «■ >» — fl )(w — a) j^t • 1 ’ cc , ~ / 

3 .2 . 4* 4 *'* /* ^ 

C = a AB - aA = Afta <2te2l - fctedgu 

•»••• - * >» * *’ * 

3 » { m — 1 ) { m — ali»» — 3 )( »-4l(«-ff n*.~4. ec. \ 

3. a. 4. 4. (• 6 . S • 

D = — AC — B = 8/z 5 -4- . . 

m K 2.3.4 .4 6 




3.3. w(i»— «.)(« — all» » — 3) t»»— . €e X 

2. 3. 4. 4. 6 . 6.8 * » * 

E = — AD — C = iòti 4 { 3 - 3 - H- . • . • 

n >■ 2 . 2 . 4 • 4 • o . o . o 

\ , * , «. • \ r * * : 

’> • •■• ("’ . tP ìj /j* -4- ec. "V r delle qnali serie è chiara 

la legge, onde poter senza pena trovar quelle perglialtri coefficienti. 
Trovati pertanto i vaioli di A , li , (J tc. , otterremo subito 
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f dp ( i h- n cos p ) m = Ap —j* B sen p -b T C sen 'ap -+■ 
— D sen sp -+• ec. 

3 

Per ulteriori dettagli sopra siffatte integrazioni rimettiamo i 
nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Ealer , Tom I. Gap. VI. 

§ 1 52. Le Formule Differenziali da noi finora trattate , o era- 
no integrabili algebraicamcnte , o dipendevano dalla rettificazione 
del circolo , e dai logaritmi . Consideriamo ora quelle , le quali di- 
pendono dalla rettificazione delle curve di secondo ordine, Ellisse 
ed Iperbola . Non mettiamo in camjK) la Parabola , imperocché la 
di lei rettificazione (106) dipende dai logaritmi. 

Supponiamo che s rappresenti l'arco qualunque di una curva , 

e noi sappiamo (81) che s =/( 1 -1- )* dx , essendo ce 

1’ ascissa , y 1’ ordinata della curva . 


Per V Ellisse . 


Essendo rappresentato da 2 a l’asse maggiore di una Ellisse» 
da 2 b l’asse minore, da x e da y le coordinate, presa l’origine 

. v. *. * - » 

nel centro , si sa che y 1 = ( a' — *’ ) è 1’ equazione di questa 

curva ; dunque 1’ arco corrispondente a queste coordinate sazi 

a* — A* » 

s =/- { ‘--r x ' ) dx- ~ ■ 

J vi* — Jt‘r 

Facciamo a' — ^ 1 ^"— x’ = u*, ed avremo allora 
<- 

— 

s = 


/ * dti 

•J { ( «* -+ A* ) «* -li* - «*i’ 

r »v» _ . 


(«) 


Facciamo a 1 — — x 1 = — , ed avremo per un’ altra tra- 

sformata 


Tom. III. 


B 
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V 


-n* — a'yy 


=/; 


nl'du 


« V \ ( «’ — » s ) ( *' 


“*•)> 


(a) 


Queste due formale ( i ) , ( i ) servono a riconoscere ]e differen- 
ziali che si riportano alla rettificazione dell’ ellisse. Si avverta che 
noi supponiamo che esse appartengano ad una vera ellisse, e che 
perciò a e b siano sempre diseguali. 

Dunque ogni espressione differenziale riducibile alla forma 


, quando M , N , P , Q sono quantità positive da- 
te, ha per integrale una quantità dipendente dalla rettificazione 
dell’ellisse . Infatti se noi facciamo = — A , ^ — B , ^ — C , 

V " P " 


(juest* espressione diverrà A . » * a ( I ua ^ e paragonata 

con la formula ( i ) ci mostra che essa è il prodotto del fattore co- 
stante A per la differanziale di nn arco d’ ellisse , di cui gli assi 
aa e aò, si trovano facendo. = a’ò 1 = C , per il 

che si ha 

a a = V {B •+ aVC} -+> V'CB — zVC) 

a & — V ( B -4- av'C ) — V (B — av/C ). 

Se B c a\/C questi due assi divengono immaginari , ciò che 
ci assicura non avere la formula alcun integrale ; essa infatti è in 
tal caso immaginaria, e facilmente si vede, dando a quel radicale 

questa forma v' — C) — ( u — •“)'}' • 

Egualmente di ogni espressione differenziale riducibile alla 

forma , essendo M , P , Q , N sempre quantità 

positive , si riporta 1’ integrale alla rettificazione dell’ ellisse ; in- 
fitti è sempre facile, ridurla a quest’ altra forma 
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( • 

■*. . , l’ integrale della quale si ha dalla formula (2) . 

Per V Iperboltx- 

Rappresentando per 2 a e 26 gli assi di un’Iperbola, e per 
x , y le sue coordinate prese dal centro , si sa che la di lei e- 

quazione è y' = ^ (x* — a 1 ). Noi supponiamo a e b disegnali. 

Rappresentiamo per s 1 * arco della curva che corrisponde a 
queste coordinate, e si avrà 

) > 

s =J dx ’ 

Facciamo ora *’ — o 1 = K’. c sarà .a: — *Z/{t-*i*i * 
quindi - 1 

c li* lift f ( • 




~ — \ 

.e se poniamo x* — a.' = si ha x — c ( I uindi 

*=/— 7 — T (4) - 


La quantità che è sotto al radicale è composta dei due fat- 
tori a 1 -+• 6* » a 1 — u 1 . Si osservi che il coefficiente di u nel- 
le due formule (3) > (4) & positivo o negativo secondo che a>b y 
ovvero b> a . 

Dunque ogni espressione differenziale della forma 

nella quale M ed N possono avere qualunque segno, essendo P e 
Q positivi , ha un integrale dipendente dalla rettificazione dell’ iper- 


hola ; infatti facendo ^ = A,^- = B,. = C, si avrà 

A . -- - *' d * — __ che è il prodotto del fattore costante A per il 
differenziale di un arco d’iperbola, i cui assi sono dati da quest’ e- 
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quazionc a — b' = B, ab' — C, ed abbiamo 2 a = y 2B =t 

2v^(B’ h- 4C)} , 2Ò = v/ { ^ a v' ( B ! -p 4C ) — aB} . 

Nei termini di doppio segno prenderemo il superiore per non 
incorrere negli immaginar; . 

Egualmente 1 * espressione —qrQj » ove M » N » p » 

Q hanno le stesse condizioni dette sopra, è integrabile per mez- 
zo di un arco d’ ipcrbola , potendosi sempre ridurre alla for- 
mula (4) . 

S. 1 53. Consideriamo ora la differenziale p< *- 

9 JO . Vi -+ex , -hrx l -h X* ) 

nella quale P è una funzione qualunque razionale di x. Se in 


questa facciamo x = essendo p e q quantità costanti in- 


X 


determinate, potremo sempre determinarle in maniera che spari- 
scano dal denominatore le potenze impari della variabile; infat- 
ti sostituendo nel radicale ( il quale d’ora in poi rappresenteremo 
per R ) per x il suo valore , avremo uu’ espressione di questa 
forma B- = [V ( a h- b y h- cy' -H ey' -f- h'y* ) : ( 1 ~h y )‘ • Se 


pertanto facciamo 6 - '==» o, e'-= o, avremo R y' ( a ’-+* c'y' — {• 
h‘y* ) : ( 1 -t-J')', e le quantità p e q sarau date dalle due e- 
quazioui 4 '^ o, e = o : troviamo quest’ equazioni . Supponen- 
do decomposta in fattori reali del secondo 01 dine la quantità a 
bx -t- ex' h- ex * -t- a- 4 , siano x' — fx H- gt *’ — fx h- g' 


questi fattori, e basterà sostituire in ciascuno ai essi il valore di 
A^.ed, eguagliare a zero i respettivi coefficienti della prima poten- 
za della variabile x che comporrà quei fattori medesimi: infatti si 
avranno così due equazioni 2 pq — \ p -+ q )/-+• 2 g = o , 2 pq — 
XP H* q)f H- ig — o , dalle quali potrem ricavare i Valori di 
pq e di p h- q , 

(Questi valori saranno sempre reali, imperocché f,gìf>g 
sono quantità reali, quand’anche si trovassero dei fattori immagi- 
nar; nel quadrinomio. Ora anche i valori di p e di q saranno sem- 
pre reali , cd in conseguenza potretn sempre fare la riduzione so- 
lila indicata ; infatti acciò p , q siano qnantità reali , bisognerà 
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che -h ( p H- <1 )' > pg , ovvero che -L ( p H- q )’ — pg cioè 

■~(p — q )” sia una quantità positiva. Rappresentiamo per *, 

0 > 7 > $ le quattro radici dell’ equazione a -b bx ~b ex * -+■ 
ex ! x 4 = o disposte per ordine di grandezza se sono reali, 
e sarà /'=*-*-£, g = afi, f = y h- £■> p' = yf- Sostituiti 
questi valori nelle equazioni sopra trovate , avremo p -f* q — 


a ( «g — ) n „ _ «g(r ■+ *)— r?(*H- fi) 

a-+j3 — y — I ’ * * ~ a-4-/3 — y — i * 


e quindi i (p — g )* = 


|(p-hq)* — p? = 


(«-rì( «- ?Hi3-y)(g- ») 
t a H- j3 - y - i )* ! 


che è una quan- 


tità positiva, quando le quattro radici sono reali. 

Se as , /3 fossero immaginarie, saranno necessariamente di que- 
sta forma * = m —r nV ( — 1 ), (ì = m — »v'( — 1 ) , e perciò 

(a — y ) ( (3 — y ) — ( m — y ~b nV ( — 1 ) ) ( m — y — ? 

tl s/ ( — 1 ) ) darà un prodotto reale e positivo : egualmente 

( » — d ) ( /3 — <1 ) darà anche un prodotto reale e positivo ; dun- 


que ancora in questo caso — (p — q )’ sarà una quantità posi- 
tiva , ed i valori di p e q saran reali . . 1 

Se tutte e quattro, le radici fossero immaginarie , facciamo 
allora a — m nV ( — 1 ), $ — in — n\/ ( — 1 ) , y = Z -f. 
h V ( — t ) , i = l — hV ( — i),esi avrà il prodotto 


— y)(P — $) —{m — l — (h, — n)^( — 1)} {m~l -b 

( h — n) \/( — . 1 )}• Qnantità reale e positiva -, lo stesso es- 
sendo per il protlorto (a — $ ) ( (3 — y ), ne concluderemo che 
ancora nel caso delle quattro radici immaginarie, possiamo avere 
per p e q dei valori reali . 

Se due delle quattro radici * , /3 , y , saranno eguali , il 
polinomio sotto il radicale risalterà dal prodotto di un quadra- 
to in un fattore trinomio, e si potrà portare fuori del segno 
radicale quel fattore quadrato ; allora non trovandosi sotto que- 
sto segno potenze della variabile al disopra della seconda , la 
formula apparterrà a quelle che abbiamo considerate al Cap. I. 

Quando tutte e quattro le radici fossero eguali , svanireb- 
be allora il radicale , divenendo razionale la formula da se stessa . 
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14 MATEMATICA SUBLIME 

Se poi la somma di due radici « -f- # fosse eguale alla somma 
delle due altre y P, si potrebbe in quel caso decompone il 
polinomio in due trinomj x* — xx h- aì, ac* — xx -+■ (2y , nei 
quali x = « 4 } = P 4 y. In questo caso si eliminerebbero 

le potenze impari facendo ac = y . 

Abbiamo considerati questi casi particolari delle radici, poi- 
chi: in essi i valori di p 2 » e di p — q trovati superiormen- 
te , divengono indeterminati , infiniti , o nulli . 

Risulta da quanto abbiamo detto, che facendo x = , 

e determinando opportunamente p , q come è stato fatto qui so- 
pra , si ha \/ ( a bx ~b ex* h- ex 5 H- hx 4 ) = j 

e dx = , e che in conseguenza possiam sempre trasfor- 
mare la formula — - — p— , ove P è nua funzione 


razionale di x , in un’ altra — — — - nella quale Q è una 

funzione razionale di y ; cosi noi ci occuperemo dell’ integrazio- 
ne della seconda ; anzi potremo ancora ridurla più semplice fa- 
cendo che il suo integrale dipenda da ■ quello di una formula 

y? — , in cui la funzione L non contenga che le poten- 
ti* -+<■>* •+*>* ) ° *■ 

ZG pari della y. 

Per questo osservo che qualunque sia la funzione Q, essa nou 
può avere se non la forma , essendo rappresentate da A,B, 
C , D tante funzioni di y 1 : ora 


A-4-By (A-f Bj)(C — Djr ) AC- 

c -4- d* c* — oy c* — 


dQn( I UC in * 


dicando per L il primo termine di questo secondo membro , c 
per H y 1* altro termine, si avrà 


r 9Ji = r ... b r 

Di queste due ultime formule integrali, la seconda si riduce 
più semplice se si fa y 1 = u , ed allora divenendo essa della for- 
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ma f , ( nella anale U è una funzione razionale 

di u ) appartiene alla classe di quelle integrate al Cap. I. 

L’ integrale dunque della nostra formula dipenderà da quel- 
lo di — — — ,4 — rr-n > ove L è una funzione razionale di y". 
§. 154. Sia pertanto proposta la differenziale v(y vy 


nella quale P è una funzione razionale di ac’, e di questa cer- 
chiamo l’ integrale . 

Supponiamo primieramente che P sia una funzione intiera 
che ^presenteremo per A -4- Bx a h~ Cjc 4 H- 


Mx J * , e si tratterà d’ integrare » qualunque nu- 

mero intiero e positivo sia m . Ora prendendo il differenziale del- 


c'x 4 ) , si avrà 


la quantità a? 3 ” 3 V ( a -+■ b'x * 

dx { ( 2/n — 3 ) a; 3 " 4 V ( a -4- b'x* - 4 * c’x 4 ) -4- 

*‘* , 1 ( \ , e perciò riducendo allo stesso denomi- 
ni» -V Vx % -+c‘x* ) J 1 

natore ed integrando termine per termine, avremo, 'fatta R = 
V ( U H- b'x 1 —h ex* ) , 


x 


2 W — 3 


R 


= ( 2 m— 3 ) a -f ( 2 ;n — 2)6'/^— H- 


”x ,m -’Jx {im- 3)»' 


<«.- i )*/££:. 

Da quest’ equazione si ricava 

fx %m ix I 2 n» — 3 p (sm-a)»' r 

J R (a» -I)e' la 

f — » e quindi 

per m = 2 , /*^ = JL xR — ^ — é /*-£- 

r • y r 3 * 3 f' y r 3 y r 


1 2 » — I ) e' 


TX 


per ™ = 3 > = £ «* - “ 5 /t 

per jtt = 4 , 


ec. 


ec. 
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si vede di qui che tutta la difficoltà si riduce ad integrare le 
formule giacché da queste dipende il valore di qua- 
lunqne altra f —^1 . 

• Supponiamo in secondo luogo che P sia una funzione razio- 
nale qualunque di x x . Comincieremo allora dal separare in P la 
parte intiera che può esservi contenuta, e questa moltiplicata per 
dx e divisa per R sarà trattata come abbiamo insegnato qui sopra. 
La parte fratta che resterà , si decomporrà nelle sue frazioni 
parziali secondo il numero dei fattori contenuti nel denomina- 
tore, ed avremo allora tanti termini della forma P — ,ove N 

t *• -+ * r 

ed n possono essere reali o immaginarj, per il che tutta la dif- 
licoltà dell’ integrazione sarà ridotta a quella delle formule si- 
mili ad N J~ m essendo un numero intiero positivo qua- 
lunque . 

Per aver l’ integrale J " , o almeno per farlo dipen- 
dere da una formula ove l’esponente m sia minore, differenzia- 
mo la quantità - ■ ** _ , ed avremo 


.{(«*-+ n) -a (m- i)x'Rdx}: (a: 1 -* nf = 

è 

(*’ -+ n ) fyB ■+ ix' -+t'x* ■+ l'x' -+ it r — 3 (ik— I )(«’** ■+ i'x* ■+ e'x f ) dx 

' «.(*’ -+ %)• 
ora diamo al numeratore di questa frazione la forma 

{ A (x 1 -f* n ) 5 H- B (x* - 4 - n ) x -b C ( x* •+ n) -+■ D} cfa:, ciò 
che sarà sempre possibile , ed avremo 

•{ A (*•-*-»)’ -+ B (*• ■+ H )*-4- C ( jt* -+ «) ■+ D } dx 

• ijc* U-»)- a ~ “** 


— f. CJx —f. — P— — , e quindi 

l-jt’ -+»)* *R ( jt‘ •+ » J" ~ ' B. * 
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f Arf» f Bdt r Cd* . f OJx _ 

7 u* 7 y i *’-*•»)-- ’a 7 u* -+*)" u 

«R 

1 »* -+ » r - ■ ‘ 

Da quest’ ultima equazione Si ricava 1’ integrale 
dato per mezzo degli integrali delle formule , 

/ —-** , f — — , dal che si vede che 1’ integrale 

di f - sarà dato per mezzo degl’ integrali f -—JL*—— . 

• / ,.- WT ov '' cro /,— 

così l’ integrale f - —-* — — essendo dato per gl’ integrali f- — J * 
ec. , sarà in conseguenza dato per i tre integrali f — — — , 
; in generale si concluderà che da queste tre 
formule dipenderà l’ integrale dì qualunque altra f , 
Dunque qualunque sia la funzione P , purché sia raziona- 
le in x' , 1’ integrale di questa formula ; — — dipende 

s * */ •+ * ;r*) 1 

da queste tre 

^ ^ f( x' -+ n ) V 1 a ■+ *V -+ ?>”) ’ ^ ^ ’f *'*’-«<'*♦) » 


I tre integrali (I), (II), (HI) sono chiamati da Legen- 
dre Trascendenti Ellittiche , e volendo Vedere una completa teo- 
rìa riguardo ad essi , si legga una di lui Memoria «opra tal sog- 
getto, pubblicata nel secondo anno PepubblicanO . Noi ne parle- 
remo quanto ci possono permettere i limiti di quest’ Opera . 

§, «55 Incominciamo dalla formula (II) che è la più sem- 
plice di tutte ; e consideriamone i diversi casi che presentano i 
diversi segni dei coefficienti a\b\c . Indicando {ter à ) b‘ ì c' 
Tom. III. C 
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tante quantità positive , ecco gli otto casi che ci danno le di- 


verse combinazioni dei segni sotto il radicale 


d* 


dx 


3 

5* 

7° 


VI a' •+ i'x * •+ c'x* ) 


dx 


V( *' — i'x* — c'x* ) 

_ dx _ 

v ( — — b’x' ■+ c'x* ) 

dx 


TTTt » 4 


V l *' — i'x* -+ c'x* ) 


8 


o 


VI*' -+• — r'* 4 ) 

dx 

0 


V l — *' — £'■** — ) 

dx 



V ( — i'x* -*-x'x 4 ) 

o 


dx 


. 

’ V( — a'-t-A’x* — f'x») 


Tralascieremo il quarto , poiché esso è immaginario » e gli altri 
sette sono compresi in queste quattro formule 

.... il , k , m essendo positivi . 

V l Ax* — x* — m) 


I* 


IX* ili , m essendo positivo, k positi vo o negativa 

VC A** — x 4 ■+ i7>) 


III* 


, il , 7?i positivo , k qualunque 

V ( Ax’ -+x* — ta) ' A. ’ 

dx 


m P° sitivo ’ k 1 a3lun T lc - 

Per la prima formula , diamo al nostro radicale questa forma: 
m ( -c 1 yy , e concluderemo che non solo dev’es- 
sere h positivo r ma di piu e ciò pei clic non abbiati 

luogo gl' immaginar; - . 

Questo posto, sarà 

✓(fa:- -«•-».) = V _«•)(*■- 

)•> e f. icen d 0 = aa , «- J = 

2 * j * a 2 

7./. ci nvr >, dx __ . — £ -, ove aa,bb r 

saranno quantità positive, e di più sarà a>b. 

Onde integrare la differenziale ^^Txi'v fxx"- w] 


. , facciamo 
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dx _ Ax'Jx » dxW(*'-U) e 

\i'(xé — xx).^(xx — tb) V («a — xx ) . 1/ ( xx — bb ) Vi sa — xx) 

determiniamo i coefficienti A , li in modo che quest’ equazione 
sia soddisfatta . Per questo , riducendo tutti i termini alio stesso 
denominatore , quindi togliendo i denominatori comuni , si avrà 
tra A , B quest’ equazione 


1 = Ax’ -t- B-V — Bó* che ci da B = — , A = — B = 

bb 


/; 


ed in conseguenza 


dx 


*/(aa — xx).*/(*x — U) 


j_ r x‘ dx 

bb J i/(sa — jrjr).yl** — bb) 


1_ f dx*/{xx- U) 
bbj V l M — XX ) 


Il primo di questi due termini è il prodotto ( 152, for. 
( 1 ) ) del fattore costante — A per un arco di Ellisse di cui 

bb 

a , b sono i semiassi, e 1’ ascissa contata dal centro, è **] , 

\aa — bb) 

Rapporto al secondo, poniamo xx — Lb = xz, © fatto per 


abbreviare aa — bb = cc , si trova 


dx y/ ( X» — bb ) _ 

V l <*<* — xx ) 


— ;• Ora facciamo anche 

Vite ■+ bb). Vl« — »») B 


*1 


ed avremo 


— isrfs 


b'c'ds 


quindi integrando 


VI *B ■+ bb ) . V l cc _ ss ) 


«* ■/ ( s’ •+ i* ) • V t cr — *s ) ’ 


/; 


zzdz 


V l *S ■+ £i ) ■ VI ff 

b'c'ds 


=5 =/ 


■ dx-/lx' — S') __ 

V l « J — JT Jf ) 

__ y/( ;s -t- » ) ■ Vlff — gs) 

s 


t — 


y”*‘V { *B -+ b b ) . nj ( cc — se ) 

f cc : 13 P li,na P aite di T jcst ’ espressione 


è algebraica , c la seconda si riporta alla rettificazione dell’ i- 
pcrbola ( 152 , for- (4) ) . 

La formula II*. si riduce facilmente alia P. 

v l bx‘ ~ x* -*■ tu) - 
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Infatti osservando che la quantità hx l — x 4 -+• m si decompone 
in qnesti due fattori (**-<■•«»_) — *■ x * -4. V j * * •+ Am > - * 

aii possiamo dare questa forma a* — x’ , x 1 -j- ò’ , avremo 


</* 

V( kx* — * 4 -f m) 


_ dx 

-x'V->/ (V -+*•) 


le quantità a’ , 6* sono 


sempre positive ; e poi a'* > b' se k è positivo , a* < 6* se fc 
è negativo . 

Ora si faccia x’4 i’=/, e ponendo per comodo di 


calcolo, a’ -+ b' = c‘\ si avrà C— ,- d * = „ 

J v ( k* — * 4 •+ ut ) 

— j — , espressione della stessa forma della for- 

mula I*. 

Per la formala III*. — 5 — facciamo x = — , ed 

*/{kx‘ -+ x* ~ m ) t 


avremo 


dx 


la II*. 


V ( hx~ -+ X* — M ) 


-, r , che è la formo- 

V( — t* ■+ ”•) 


Infine prendiamo ad integrare la formula IV*. — — - r -~- 


Se — = nz , la formula si riduce razionale ; così a noi ap- 
partengono i casi nei quali ^ > m , ovvero < m • 

Quando — > m, il polinomio si decompone in qnesti due 


■ »> ) ’ 


fattori binomj reali , x* 


*-s V(**- 4"»1 


— - - > * 


*-Vf **-4w) 


chef possiamo rappresentare per x 1 -f-/’» *’ ■+ ** quantità 
f, essendo simultaneamente positive o negative, secondo che 
k è positivo o negativo : avremo dunque ad integrale 

ix 

Vi * ! ■+/)■ VI ** -+i ) ‘ 

Supponiamo primieramente che le due quantità f e g sia- 
no positive ; allora si ha f > g . Facciamo x* -+■ £jf == «' , ® quin- 
di x = v / (s’ — 5T), d * = vrf~7j> ^ C -+■ 
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dx 


d* 


V(*‘ •+/).v'(**‘+i) VU'-jfl.VU'-t-M 
2^ , troveremo - — : — ; = 


CALCOLO INTEGRALE CAP. V. 

/ — g ) = v' ( *' -+■ h ) , fatta h = / — g ; avremo allora 

; e facendo anche a = 

dy f 

V {(h-i)y'-y * ■+**}■ 

che si integra come la formula II*. 

Se le quantità f e g sono negative, allora g>f e la for- 
mula da integrarsi diviene - ( a ~f ì *j ( ' Poniamo in *l ne * 
sto caso x‘‘ — f=s',g — f =h , e si avrà subito la trasformata 

* , la quale si riduce a — -- dj - — » 

Vi **-♦•/). VI '‘-M V-{l 

facendo s = — — , e si integra egualmente come la formula II*. 

Quando poi — < m , il polinomio non è decomponibile in 
due fattori reali binom; della forma x 1 -4- M : ecco allora co- 
me potremo avere 1* integrazione della formula -, kx , • 

Facciamo *»* -*•**•*• * = y* , ed avremo x* = — — — y ) =t 

xdx = >J>* m> , ed 
» a »V {(*-**>*- 4» }• 


in conseguenza 


a* gr *■>* 


ef* x,lx 

Vy x'y 

izjy 


v {(*-y )*-4«} 


y = — , e si avra ■ — r 

^ ; 7 V(A* *+ *♦ -4- f» ) 

__ =*d* 

V(4*-*’).V(^p“ ,,_ *‘ Ìm-T') 
n*. (a). 


, ovvero = — n — ; • poniamo ora 

, V(* — 4") 

. s % w . 


, che si riferisce alla formala 


(a) Queste riduzioni , ed alcune altre che seguono le abbiamo tratte dal 
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§. 156. La formala (III) del S. ie, f 

presenta ancora essa diversi casi secondo le diverse combinazio- 
ni dei segni che hanno i termini del polinomio sotto del radi- 
cale , ed è facile vedere che tutti questi casi si riducono alle 
quattro formule segnenti 


I* 

K'ifx 

k , m essendo positivi : 


V ( kx' — x* — m ) ’ 

II* 

x'ix 

m positivo , k qualunque : 


V ( kx' — ** -t- m ) 1 

III* 

x'ix 

m positivo , k qualunque : 


-J ( kx' *♦ — m ) ’ 

iv*. . . 

x'ix 

772 positivo , k qualunque : 


V ( kx' -+ jr 4 -4- a ) ' 


La formula I 1 si integra per mezzo di un arco di ellisse (152)* 
c la III* per mezzo di un arco d’ iperbola ; restano a trattarsi 
la II* , e la IV*. 

Per integrare la differenziale — — io differenzio 

%/ ( kx 1 — ** •+ «a ) 

la quantità — , e trovo 


t f ^(kx‘ — x* - 4 - m 1 __ x'ix mix , 

\ x J t kx' — x+ -t- m ) *’V th’ —*■‘•+7» ) * 

quindi avrò 

r x'ix < 1 / ( kx' — x* - 4 - ni ) . r — m ix 

/<✓(***— x J *V (***—*■•-+• m J ‘ 

Il primo termine di questo secondo membro è una quanti- 
tà algebraica , e 1’ altro (152) c un arco d’ iperbola , i di cui 
assi a , b sono dati per 1’ equazioni aa — bb = k , a’b~ = m . 


Calcolo Integrale del Geometra Bossnt. Rendiamo omaggio a questo Autore, 
l’Opera del quale è la sola che possa ovalizzare in ordine e chiarezza con 
quella di Itulcr; sarebbe stato desiderabile che essa si fosse estesa di pi ì» sopra 
le scoperte moderne . 
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Veniamo alla formala IV’., — E — , per la quale 

V ( *■* — t- jr — H ra ) 1 1 

dovrem fare delle considerazioni simili a quelle fatte nel §. an- 
tecedente per il caso analogo. 

Se m = — , la formula diviene razionale e non la conside- 

4 

riamo qui . Se k' > 47/2 , allora la differenziale da integrarsi pren- 
de la forma ^^V/TViT^Ti ’ e3Sendo P os i tive lo quantità f 


e g se è positiva k, e negative se questa è negativa. 

Quando f e g sono positive , allora f > g, e facendo x* -4. 
g — s'tf — g — h, quantità positiva , si avrà la trasformata 


t'Jt 




V( »•-/)'. Vi s'-t-h) 


, di cui il primo termi- 


ne rappresenta la differenziale ( 1 53 ) di un arco d’iperbola, ed 


il secondo , facendovi s = - 5 ^ , diviene ^ , 

e combina con la formula II*, del §. antecedente . 

Quando f e g fossero negative , allora rf >• f, e facendo 


x 1 — f — s ' , g — f = h, quantità positiva, s = , si avran- 

no dei risultati simili ai precedenti . 


Sia ora fc 1 < \ttl , e poniamo 1~^* 4 * = y; avremo 

' d x dy 

V ‘*** H -* 4 V {( * — - )* — 4*» } 

Ora quella supposizione ci dà x* — — 

V { } , e perciò fatte le opportune riduzioni, si avrà 

_ <r . 

VI**’ -+ X*-+ m ) 2 !»■✓(** — S*/ — 4») 

_*rfj) 

2 VI*’ — 2*y* -+>* — 4») * 

In questo secondo membro , 1’ integrale del primo termine 
è una quantità algebraica , quello del secondo , per essere k' — • 
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47 » quantità negativa dipende dalla rettificazione dell’ iperbola , 
e quello del terzo è dato dalla formula III*, del §. antecedente. 

§ 157. La formula (I*. ) del S 15. i* 

è la più difficoltosa a trattarsi in generale per qualunque valo- 
re abbia n reale o immaginario ; nel caso fterò che n sia nul- 
lo , o sia una quantità reale , 1 ’ integrale di essa dipende dalla 
rettificazione delle Sezioni Coniche . 

Infatti facciamo n = o , e considerando tutte le formule 
che possono dare le diverse combinazioni dei segni della quan- 
tità sotto il radicale , si hanno come ai §§. antecedenti , que- 
ste quattro formule 


J* dx 

*V — r» ; * 


IP. . 
III*. 
IV*. 


dx 


-**-+m)* 


dx 


*V l *i* ’ 


dx 


*V( *** -+*♦-+«*)’ 


m , k sono positivi 
m positivo , I- qualunque 
m positivo , k qualunque 
m positivo , k qualunque 


La prima di queste formule dipende ( toó ) nel suo inte- 
grale dalla rettificazione della parabola , e la secouda da quell» 
dell’ iperbola . 

Per la terza, prendiamo il differenziale di *fl_**_* •*•»*—■») 

* 

e si avra 


j / y/ ( kx * -4- Jf 4 — « O r‘dx . 

' * ' V( t x‘ -+ — n ) 

quindi 


/ 


dx 

x* V ( fcx* -4- x* — m ) 


J_ V( kx » -f- x 4 — y i ) 

f» X 


fr.dx 

<r* V ( *x 4 -+• x 4 ~ m J 


JL f *'* * . 

tu J v'I kx' ■+ x* — n ) ‘ 


il primo termine di questo secondo membro è una quantità al- 
gcbraica , e 1 ’ altro è la formula III*, del §. antecedente . 


Fer la quarta facciamo ac = ~ , ed avremo 
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Jx 

*'^1 kx‘ ■+ x* -*■ m) 


t' ir 

*/( it' -+ j* -+ tu ) 


che è la quarta formula 


del §• antecedente.. 

Se poi n fosse una quantità reale , allora facendo ac 3 

n = — , la formula — . ,, J * ,. T rv si trasforma in un’ al- 

tra , la quale si riferisce a quelle già considerate . Resta dun- 
que il solo caso in cui n sia immaginario , e questo eccettua- 
to , gli integrali delle tre formule 

/ •_ Jx r *v * r jx 

Vt •' -+ *'** -+ ex * ) ’ / v(i' + l'«‘4 e'x* ) ’ J (x*-4-#)V( »' ~t-k'x‘ -+ c'x* ) 

dipendono dalla rettificazione delle Curve Coniche , Ellisse ed 
Iperbola . 

§. 158. A queste tre fonfinle integrali siamo giunti ricer- 


cando l’ integrale di —, ■— — — — — , nella quale P è u- 

= V(a ■+ tx -+ex' -+ex‘ -V fx' ) 1 

na funzione qualunque razionale di x ; ora vi sono delle for- 
mule, le quali quantunque in apparenza più complicate, pure per 
adattate sostituzioui , possono ridursi alla supcriore: uè iudidicto- 
mo alcune . 

La differenziale Xdx nella quale X sia una funzione di ac 
e di quel radicale che indicheremo per R , si riporta sempre 

all’ integrazione di ~ J * . Infatti X dovendo avere necessariamcn- 
~ 1 « . - . ■ «' . 

te la forma , M , L , K , Q essendo tante funzioni razio- 

nali di ac, si vedrà chiaramente questa riduzione 


M -‘-I R ( M-hLRi(K — Q'Rl MK-LQR’ (QM-KL)R 

K -+ QR (K-+-QR ) IK — QR ) K> - Q’U' K’ — Q‘R* 


MK — LQR» (QM — KL)R* £ 

. K*-Q‘R* k*^Q’R~ 'R * , •• - - - v. 

Rappresentiamo per N il primo termine di questo secondo 
membro , e per P il coefficiente di , cd avremo 


M *4* LR v 



Tom. III. 


qniudi Xdx — N dx -+■ — . 

D 


4 * 
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La differenziale — — — - 9 - r - — — - nella qnalfe P è una 
funzione razionale di x , si riduce anche alla forma 

— - . Infatti facendovi a; 1 = z , e supponen- 


TOr 


V l o -*• éx -*• »** ■+ ix 1 ■+ /V ) 
do che P si cangi in M -H NVz > si avrà 

/ ' P dx ( M -+ N V» ) dt. 

v' (<T -+*’** -+ cx> -f *'*» J V( «' -*■ *'* -+•<■'** M- *'*• > 

Mite N</e 

2V ( *'* ■+ 4'** ■+ c'a‘ ■+ »'*’ ) sVt »'■+ i'* -+■ e'«* -+«'*•) 

Qneste due quantità si riducono alla formula 

— ; — —£■ — - — , facendo per la prima a — o , c per 

la seconda f = o . 

§. 159. Nei §§ antecedenti abbiamo parlato degli integrali 
di quelle formule, i quali dipendono dalla rettificazione dell’el- 
lisse e dell’ iperbola : molto guadagneremo nella semplicità , se 
riducendo la rettificazione stessa dell’ iperbola a quella dell’ el- 
lisse , potre,mo infine asserire che tutte le integrazioni superiori 
si riferiscono alla rettificazione dell’ ellisse • 

Ua quanto abbiamo detto al § 1 53. si sa che un arco di 
ellisse ( prese le coordinate nel centro ) corrispondente alP a- 

scissa = as/ ( at, ~* a } , essendo a il semiasse maggiore , b il sc- 

V {aa — H) 


miasse minore. 


ìinore, c eguale a — f — = ^ i indr- 

J ^ 1 ( 4 * -+**)«* — 

chiamo per E questo arco » ed avremo E = — 

/~ «Vu 


Ora supponendo 


= y , si ha 


<2E = ^ -f- <^-±* — > 11 * — , ovvero 

3 sy/ {(a'-t-y-yy-v’t'} 
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(<*-»** — y')dy 


t c facendo 


dE = ^ -+• aV 4 .' + ' aj i ~/).VlV •+**- 2-4- 7* ) 

a* -f- ò’ = c% a b — e , a — b =/> si uova 

dE — dy -*■ il 'Ullit — 

Facciamo ora 

«* — y* y*) , c determinando 

V(«*— j» )(/•—**) VI VC«*-y) 

A , B in modo che quest’ equazione sia soddisfatta > avremo 

A -t- B = i , Ae* -t- B f' = c 1 -, quindi 

A = B = sa A dunque 

tZE = — -+• ^il’—j 1 — ^4- ®V(/lz:lll^ , ed integrando 

E — * -4. A fWt •'-»') . 1 rÉL^fjZl'J , 

", “ 2 ai vt/*-/) ^ «i V(«’-y) 

Ciò premesso , poniamo e 5 — y = s 1 , ed avremo 

/" <ty V( «*—>*) — /" ~ gVs , che rappresenta rm 

y v('/*-j s ) y vi*‘-»*) v(#*-(»’-/ )) 

arco di ellisse E' di cui il semiasse maggiore = e , ed il mi- 
nore as= V(e’ — /*), e l’ascissa = ri - Facciamo anche 

f x — y = f’ , e si avrà 
r<fr V(/‘~/) _ _ r »!* 

y -v(.*-y> y v(/*-#*).v(»*h- »*-/’) 

v{/*-*’w(**-w , -.r) . /* ru'-ry* . a: 

a ^ y * 

quest’ espressione la prima parte è algebraica , la seconda rap- 
presenta un arco di iperbola preso negativamente (152), i cui 
semiassi sono /, V (e 1 — /’), e 1’ ascissa corrispondente conta- 
ta dal centro , è 

£' - ' /{ ‘ "+ 1 ■ Se dunque noi indichiamo per H quest’ arco, 

si ba 
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r*i "S(r~ y ) v , (/ , -i')v((’ + <* - f‘ ) T r 

J vu’-yj ~ t : u • , 

In questa guisa troveremo 

E = Z. ~ E h- £ . « ■'**■/') _ b ^ 

da cui si ricaverà 

IT = * / ì h- - E' — E -t- £ ^t / , -> , 3.V(« , 4» > -/ , ) ì 

B <- » a » t ~J “ 

-3 H- e — jj; H i ^ T —1 , equazioneche 

ci da 1 ’ arco dell iperbola espresso per due archi «T ellissi. Si 
rammenti , che le coordinate avendo 1’ origine nel centro r gli 
- archi dell’ ellissi incominciamo dal centro r e sono nulli quando 
l’ascissa è nulla; di più, al secondo- membro di quest’equazio- 
ne converrà aggiungere una costante, e determinarla in modo, 
che i due membri si annullino nello stesso tempo . 

§ 160. La riduzione degli integrali alla rettificazione dell’el- 
lisse che abbiamo- insegnata nei §§. antecedenti , sarebbe di nes- 
suna utilità , quando non si conoscesse un metodo , ondo avere 
almeno approssimatamente gli archi degl’ ellissi che rappresenta- 
-no i suddetti integrali, tauto per il o,iso di una piccola, che 
di una grande escentricità ; noi in conseguenza ci impiegheremo 
ora nell’ investigazione di serie convergenti che soddisfacciano 
al nostro bisogno . 

Sia BAC un quarto d’ ellisse , di cui C sia il cenno ,, 
•j= r 1 - ( CA il semiasse maggiore = 1 , CB la metà dell’asse minore = 
b , 1’ escentricità = c, e quindi b = V-( I — cc ) . Fatto cen- 
.tro in C , con il raggio- CA si descriva il quadrante AD , e 
prendasi un arco qualunque DZ = <p . Sia CP = x , PM' = y r 
I'Z = z , ed avremo x = seri <p , z = cos p v . y : z : : b : 1 
y — bz — bcosp . Ciò premesso , si avrà ( 81 ) . . . 

BIVI = fdp y/ ( cos •+ b z sen ) = f dpV { r — sen p 1 -f- 
scn p' — ccscn $') = fdpV(i — ccscnp' ); quest’ inte- 
grale dee prendersi in modo che egli svanisca quando f> = o . 
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Rappresentiamolo per E ( c , p ) o semplicemente per E, essen- p.^ 
do È ( c , p ) una funzione dei due elementi c , p > ed avremo 1 , ®‘ 1 
allora 


BM = E ( c , p ) = fdpV { i — c’ sen p z ) . 

Potremo avere addirittura 1 ’ arco BM » facendo nell’ equa- 


zione ( 152 ) 


,s=f 


V(r- —.— **) 


loia vcrreLLe s = J 


V( •-**) 

f -J ( t — c’itnQ ) 


dx y x = sen p ; poiché al- 


ttt p 


cos pdp =/V(i- c’serc p).dp. 


Se ci piacesse avere 1 ’ arco AM , che ha il suo principio 
all’ estremila del grande asse, facendo AZ = p, si troverebbe, 
indicandolo per F(c»P)* 


AM = F(c , p) = fdpd (1 — c cos' p ) .. 

Anche quest’ integrale dee annullarsi quando p = o. 

Occupiamoci dell’ integrazione della formula 

E(c,p) =fdp\/(i — c' senp') . 

Se noi sviluppiamo in serie it radicale , si trova 
, p) — fdp — -i c ’ sen P~ — ^ c*sen p 1 — —A c 6 sen p s — 

-1 Jbi_ c' sen p* — ec. : ora le formule per la conversio- * - - 

2 . 4 . 6 . 8 + 

\ 

ne delle potenze dei seni in espressioni ordinate per i seni de- 
gli angoli multipli , ci danno 


sen p' 

1 * 

eoi za. 


1 

a 

a 


L. 

senp 4 

i -8 

4 eotip f 

cet 4 P 


a. 4 

2 * 

a 1 


senp 6 

>- 3 . S 

15 ma?) . 

6c*i\p 

e ès 6 p 

3.4.6- 

, , p 

v a » « 

a* 

'2* 

sen p* 

«- 35 -T 

totip 

li eoi 4P 

9cos6p , 

a. 4.4 .S 

2* ^ 

li 7 

a 7 

eo. 








et 1 Sa 
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dunque sostituendo ed integrando » avremo questa serie 


p) = p- 


'~c\. 

3.4 ' 


a 

» 3 
3-4 


P ~ 


4 tea 2 ?) 
2 4 


>■3 13-5 * lìteaif 

2 . 4-6 ' 3 . 4-6 ^ a 


te» 4P \ 

2+ _ « ' 

6 «*49 
2* . 3 


te*6fi \ 

a*. 3 ^ 


_ 1 • 3 - 5 c * / «-3-5-t _ 56 lem 20 28 «■ 43 _ 8jen6p tea $p , 

a. 4.6.8 'a. 4. 6. 8^ ?' 3'.» *». 3 a*. 4"* 


— ec. 


Nella stessa maniera potrebbe trovarsi il valore di F(c,p), 
c si avrebbe 


F(c,p) = p L_c(. 

c\ 


P 


2.4 


» 3 

3-4 


a. 4. 6 

- ep. 


' 2 . 4.6 r 


tea 2 » 

a* J 

4 tea 2p 

2 * 

15 tea 2» 
3 ‘ 


*r»4 P \ 

«J 4 . 1 ' 


6 «*49 

”a‘ . a - 


«* OS \ 
i • o 


Per ottenere la quarta parte dell’ ellisse , dobbiam fare <p — 
90° = DA , ed avremo allora seti 2p = seti 40 = se«8p = ec. 
= o ; quiudi indicando t la semicirconferenza di un circolo 
che ha per raggio l’unità, e rappresentando per Ei questa quar- 
ta parte d’ ellisse , sarà 



_L.J- C ’ L.L^1 C « 

a a 3.42.4 


_Ll 3 ii 3 .j c <Uec 

a. 4. 6 a. 4. 6 


}.(■>) 


( a ) Si ricava dì qui nna regola sufficientemente esatta in pratica per 
avere la lunghezza degli archi dei ponti cc. , cne sono semi - ellissi „ Al 
tripla del quadrato del semiasse maggiore aggiungete il quadrato del semiasse 
minore , premiete il quoziente di questa somma, divisa per lo stesso semiasse 
maggiore , e moltiplicatelo per il numero fisso 0,7854, ed avrete la lunghez- 
za cercata „ . 
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k quale serie combina con quella trovata nel Gap I. Essa tan- 
to piu converge , quanto 1’ escentricita è minore , o quanto me- 
no 1’ ellisse è allungata . 

Queste due formale ci danno la lunghezza di un arco , o 
dell’ iutiera ellisse , quando il semiasse maggiore = i : se però 
si avesse un’ ellisse , il cui semiasse maggiore fosse = a , per 

adattarvi le serie trovate , converrebbe porvi — , invece di c , 

ed in seguito moltiplicare per a tutta l’ intiera serie . Infatti da- 
ta un’ ellisse , il cui semiasse maggiore sia = a , la sua escen- 
tricità = c, supponiamo che se ne fornii una simile ad essa 
col semiasse maggiore =t= i ; 1’ escentricita di questa seconda el- 
lisse , sarà —, e gli archi di essa moltiplicati per a , eguaglie- 
ranno quei della prima ellisse in virtù delle proporzionalità , che 
hanno luogo nelle ellissi simili . 

§ 1 6 1 . Quando l’ellisse è molto allungata, ovvero quan- 
do 1’ escentricita c si avvicina all’ unità , le formule del §. an- 
tecedente noo sono più convergenti , almeno rapidamente , c bi- 
sogna in conseguenza cercare altra strada , onde avere appros- 
simatamente la lunghezza di un arco d’ellisse. 

Al fine bramato ci condurrà un teorema del Conte Fagia- 
ni (a), il quale riguarda gli ardii d’ellisse, la cui dille ronza 


( a ) Il Conte Giulio Fagnani, Patrizio di Sioigaglja, fiori in Italia al 
principio del passato secolo, e vi sostenne 1 ’ Onor Nazionale nella arena, 
che era stata aperta ai Geometri con la scoperta dei nuori Calcoli . Egli 
proposo, secondo il sistema di quei tempi, ai Geometri tur# d’ Europa la 
soluzione di questo Problema „ Sia data una Parabola biquadratica prima- 
ria , che ha per equazione costitutiva x* ss. y , e sia data ancora una porzio- 
ne di essa: dimando, che si assegni un'altra porzione della medesima curva 
tale, che la differenza delle porzioni suddette sia rettificabile „ Questo Pro- 
blema che allora era tra Problema di prima difficoltà , non cs-eudo stato 
sciolto da alcuoo , determinò Fagnani a pubblicarne la soluzione nel 'Io- 
nio XX. del Giornale dei Letterati d’ Italia, inserendovi uno scritto, il coi 
titolo i „ Nuovo metodo per rettificare le differenze di due archi ( uno dei 
quali è dato ) in infinite specie di parabole irreltificabili : si vedano le suo 
Opere Tom. II. pag. 317. Nel medesimo Tomo „ Nella sua nuova misura 
degli Archi Ellittici ed Iperbolici „ si trova alla pag. 336. il qui sopra cita- 
to Teorema . 


32 matematica sublime 

c assignabile in linea retta. Troviamo dunque questo teorema. 
Differenziando la quantità 

V = *f*P c »iQ ■ t 

V( i — (' un p* ) * 

c'dV — dp\/( i — c'senp*) (j-c')Jp 

( J — c’tenp' )- 

Ora supponiamo tang y = b tang p , e si avrà 
dtp — d. cos p 1 . : ma la relazione posta tra ¥ e p , ci da 

le due equazioni 

L'1X = b - — , "** = A , quindi .ricava n- 

do da esse il valore di sen p , e di cosp , e fattene le debite 
sostituzioni , avremo 

. 0 *"**)£?.. s= dv . \/ ( i — c'cosv') ; sarà dunque 

( I — e’ stnp' ) a 

c’ciV = dp \/( i — c 1 senp z ) — d'f \' ( t — c’ cos y 1 ) , ed 
integrando 

E(c,*) - F(c,y) = c’V = -fi 


Scrt Z> cos $ 


I — «* ttm p* ) 


Ecco 1' artifizio analitico del qnale fa oso questo Geometra nella so- 
luzione dei suoi Problemi . 

,, Un poìiuomio si dice trasformato in un altro negativamente simile, 

„ quando iu#tiplicando il primo col segno positivo , e 1' altro col segno 

,» negativo , si trova che uno è dato per la sua variabile , come 1' altro 

„ per la propria , verbigrazia , se il binomio ^ è cangiato in que- 

,, st’ altro — — _ egli si dice trasformato io nn altro binomio ne- 

„ gativamente simile „ . 

C.iò premesso le sue soluzioni , sono sempre ridotte a questa ricerca 
„ Dato nn polinomio io x , trovare per x una tal funzione di nn’ altra 

,, variabile z , tale che sostituita invece di x in quel polinomio lo can- 

„ gi in un altro negativamente simile „ . 
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Se pertanto prenderemo un arco qualunque I)Z = <p , ed 
un arotr AR = Y , tale che tang Y — b tang /p , la differenza 
dei due archi eliittici BIVI , AN sarà eguale alla linea retta 

c* sen p cos p 
Vi* —c'tenp*) ’ 

Questa retta è la differenza delle tangenti MT , NS , di 
modo clic si ha questa singolarissima proprietà BM — AN = 
MT — NS . 

• Affine di dimostrarla, prolunghiamo la tangente TM fino in 
T' . Facendo CP = x , e rappresentando per y* = ( ì — c* ) 
(i — ac*) 1’ equazione dell’ ellisse, si trova (79) la suttangcnte 

PT' = , e di qui 


MT' = v't I — xx ) V( I — r* *M jyjrji __ x V ( 1 — c* jr* ) 

* Vii—**) 

Se nell’ espressione di MT' facciamo a? = CQ = cos 'f , si 
avrà il valore di NS , che diverrà 


NS = v ( 1 — COI Y 1 ) v ( I — f* fOS't * ) 

COS Y 


l * sen p 


cos p, l — c'seu < p ) 


nella stes- 


sa guisa ponendo in MT , cos <p invece di x , sarà 
MT == ’JLViy’JJ.-S ' , Cd in conseguenza 


MT — NS = — c' sen ) 

coi p L » ' 


h' ito 0 1 

VI I — c' seap' ) J 


; sarà dnnque 

tnif .Vll—f ) Vl< — C ICO p ) 1 

BM — AN = = MT — NS ( 1 ) . 

Da quest’ equazione si ricava quest’ altra 
{ 2 ) BM h- BN = BA h- . 


Ora se facciamo y = 90° — io , avremo 
(3) E(c,?) — {• JE ( c, io ) = E 1 

Tom III. E 


r* sen « cos p 
Vi I — c* /f» P* ) 


Fig 1. 
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regnando tra p ed w questa relazione 
i = h tang p . tang w . 

E questo è il celebre Teorema del Conte Fagnani . 

Sia y -f- $ — 90“ , cd avremo in questo caso 1 ’ equazione 
tang y = b tang <p , che si ridurrà a quest’ altra 

—— = b tang p , e quindi tang p = , tang y == Vb . 

fOt p yp 0 

Prendendo dunque tang DI == E, ovvero tang AI = <yb, 

il punto I ci determinerà sopra il perimetro dell’ ellisse un al- 
tro punto K, per il quale la differenza dei due archi BK e 
KA, sarà == 1 — b, cioè all3 differenza dei due semiassi CA , 
CB, perilchè si avrà dall’ equazione ( 1 ) , BK — AK = CA — 

CB ; infatti essendo tangp = -- , si ha sen p 1 = — , cosp' — 

° r Vi i -+ 1 r 


h 

i-t- 1 ’ 


ed in consegnenza 


c’ tea t> eoi p _ c' gi 

g ( I — c'ienf 1* ) (Ì-rl)v'* 


fi r 


perchè c' = 1 — V . 

Questa differenza è nel tempo stesso il massimo della quan- 


tità — — — * — — — - , come ce ne potremo assicurare cercando il 

V ( * ~ e* sen p ) * 

valore di p , che rende massima la funzione stessa -J-..— ; 

r VU — t'itnp')’ 

imperocché si troverebbe sen © = ~-T__ . . 


Osserviamo anche rapporto a questo punto K, clic condot- 
ta la tangente ZiKa , terminata ai due assi, la parte Z>K sarà e- 
guale al semiasse maggiore, e la parte aK al semiasse minore. 

Nelle ellissi poco escentriche , il punto K è quasi al mez- 
zo dell’ arco BKA , cd in quelle molto allungate l’ordinata KL 
è vicinissima alla sommità A . 

Jj’ equazione poi ( 3 ) , qtfsndo facciamo w — ~ p , ci dii 
2E ( c , p ) = E 1 -1- t — b . 

§. 162. Tutto questo premesso, riprendiamo la formula 
fdpV[ t — c" seri p~ ) , la quale si trasforma come segue 
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J'dpV( * — c'sen <p ) = fd p V ( 1 — sen P' ■+ b' seri P ) — ^ t 
fdpcos<pV(i •+ b % tang p ) ; dovremo dunque integrare 

fdp cosp V( i H- b* tang p ) = E ( c , P ) • . 

Se noi supponiamo che 1’ arco d’ ellisse non vada al di là 
del punto K , cioè che sia sempre minore di 13K , il termine 
b'tangp 1 , il quale diviene = b nel punto K, sara sempre u- 
na quantità piccolissima riguardo al primo termine i , c si avrà 
questa serie convergentissima 

BM — fdpcosp .{ i -f- ~ V tang . p' — ^ b* tang p* -b 
^ b s tang p 8 — ec. ) =fdp cosp -+ 7 h ' f ,J ~ d * — > 

I 7 ♦ /V*. M»t> 4 1.3 ; « / Vt> _ » -3 _ S f ^ ec 

3.4 J coi p’ 2.4.6 J coi p’ 2. 4. 6. 8 J cip’ 

Ora / dp cos p = sen p , e dal Cap. I. si ricava 
f ip = — sen p ~b l tang ( 45° ~r p) — — sen “** 

J COS p 3 


^ I -+ sen $> . 
cos 3 


/ */£> sen 2, mOL _ _3, ^c> . — . f. t . ■ 

“TiT^ 7 2 ’ 2 J cosq 3 cos p* 3 

1 5 — sen <p h- Z 1 =»- . ^ -+■ ' ^senp 

et 


— senp 
3 r 

— sen cp 


coi © 


cip’ 


2.3 


1 1 1 - +,tu t> . 
coip ’ 


/ dp \ttnp?_ 2 - l tn A /"£® ’I—^L JL ’Jl* - A / _L ,,m * r 

COI p< 4 ' COI p* 4 / col p’ 4 * coi P* 4L 3 COI p * 

A r Jp , eH v* \ i_ >'■» e’ __ 1 3 ‘exp 1 3 s / L sen _ 

2 y f a* p 4 n cip* 2.4 cotp * 2.4- 5 

so» — *?«$> -+ l > = i- 


— se/z, 


r*if> 


r^n 45 7 
4 c»M> 4 


1-3 'cnp’ ^ 
3.4 co»©* 


-il- SC/Z 
2.4 

dunque 


se/zp 


UseaaH.LiZll^iec.i 
3.4 ' 3.4 


( a ) . , . . BM = se« p - 4 . 




1 s 

3.4 


J-ì 4 h- 


LJLi . A3 4* -p 

3.4.6 3.4 
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l’ig I. ec.} ( - scnf •* {tangp't 

■ > 1 - ~ r! “ *’ tan s ?' - 

- 3 - seri <b s 5 _ seri < 5 ’ "V — ec. 

3.4 r 3.4 J 

Per avere l’arco BK si farà tango = — . seno = — 1 — . 

0 v* v Vi*-»-!)’ 

c si avra 

BK = 1 r -t- ec. > 

y(i 4 1) '•a 2.4 2 8.4.6 2.4 / 

( _ ! _j- 1 jH-vtij»») \ L i 4 ( I 


2 (£•+!)- 


<*-* 1)5 


) H, J_L b 6 { 

1 2.4-6 V. 


4(* •+ !)“> 


II? 

2.4 


U-+I) 4 * 


ili 
3-4 ' 


■> 

3.4 


• ~ *+ eC ‘ 
(*-*l) a 


Ora il coefficiente dì 


J-ò 4 è = 


1 -, e quello 

b V ( £ •+ i ) ^ 

di JLl? b s è = — — 1 — - ■( 1 ec. i dunque sarà, facerv- 

»-«- 6 ^ “ *-U- . * __ 

do per abbreviare 

II = 1 b 1 Li* ^ i 4 H- ^ 6 4 H- cc- 

a 3 - 4*3 3 . 4.6 2.4 

G = I J-i’.-b 

3.4 a 

... y ... 


• a. 4 6 V 4 4 a 1 

1 * 


BK 


* 4 - ec. » 

c 


J_ 3 ; 5 _ b s ( ~ 

3 . 4 . 6. 8 v 6 

H- II ( - 1 


± ^ Ili il-j 

6*4 ^ 6.4 3 ' 


vo-**) z v*-““ 


In quest* ultima espressione possiam mettere invece di 
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__J u l , la serie regolare 


Fig- «- 


14Ì L 2iS l l -ì- 2zAÌ . — — ec. 

La quarta parte dunque dell’ellisse» cioè Ei saia = aBK 
1 -4. A » giacché la differenza tra i due archi BK » AK è 1 
ò , e si avrà 


Ei = _ 2G — 

*J ( * *+ b ) 


— I -J- b H- sii ( — 


VO-*i) 


1 -4- v'C 1 -+i) 
Vi 


)• 


Siccome 1 ’ ellisse si suppone allungatissima » cosi le poten- 
ze di A, saranno quantità assai piccole» perilchè sviluppando in 
serie il valore di Et, e trascurando le potenze ottave di 6 , e 
le superiori ad esse , avremo 


Ei = t — J-A’ — ? .ò*— f A‘ 

4 64 6 4 


'3 3.44 2.4.62.4 ® 


ove è osservabile che nelle due serie s’ incontrano solo le po- 
tenze pati di A. 

Dopo tutto questo ci resterà facilissimo calcolare la lun- 
ghezza di un arco qualunque E(c,p) per tutti i valori di <p; 

imperocché se tang p <-E , la formula (a) dà subito il valore 


di E ( c , p ) ; e se tang P>~i bisognerà calcolare Y arco BN 

per mezzo del suo complemento AJf , die resta a compire il 
quarto dell’ ellisse , e questo stesso complemento si calcolerà per 
mezzo dell’ arco BB 1 , il quale differisce- da esso di una quan- 
tità conosciuta ; così facendo DB. = p , sarà RÀ = 90 — 0, 
e se si prende un arco DZ , tale che tangRA = btangJXL, 
ovvero tang ( 90° — p ) = cot p = A tang DZ 1 , si avrà per 
il teorema del §. antecedente, indicando DZ per p , E(c » p) = 


ANq.^-Sii quindi AN = E(c,*') — 
f» " *± f jos £_ — avremo infine 

V l 1 — e‘ /»»?'* ) 
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E(c,*) = Ei — E(c*>')h- . 

Pertanto potremo sempre avere , qualunque sia 1* escentri- 
cita dell ellisse , la lunghezza approssimata di una qualunque 
di lei porzione . Non ci fermeremo a parlare della rettificazio- 
ne dell iperbola , c perchè questa ricerca è meno importante di 
quella dell ellisse, e perchè, come si è veduto (iS9)> In di 
lei rettificazione dipende da quella dell’ ellisse medesima . Sopra 
questi oggetti si posson leggere due eccellenti Memorie del Sig. 
Le -Gendre inserite nel Tomo dell’ Accademia Reale delle Scien- 
ze di Parigi dell’ Anno 1786. 

§ 163. Se rappresentiamo per A la quantità V ( 1 — - 
c 7 sen <p‘ ) t per mezzo della rettificazione dell* ellisse potremo 
avere gl’ integrali delle due formule 


r A 2 f« -I- 1 , - 

/A dtp , /- 


dp 


essi dipenderanno da questi 

/A dp, /&' 


che sono le formule più semplici di questo genere . 

Per cominciare dalla seconda , io osservo che consideran- 
do c come una variabile , si ha 


/ dù> \ ‘ — esenp* A* — 

^ de \/(l — c'senp') cù 

ferenziamo questa equazione 
vremo (164) 


ora essendo fùidtp = E, se dif- 
per rapporto alla variabile c , a- 


/( f ) ** - /f - (f ) • « q-i-di 

= f)- 


Differenziando quest’ ultima equazione rapporto alla c , ot- 
terremo 



e quindi 
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y*4? — E c(f-) — c’ (**-=); egnalmente si troverebbe 

/g = E-c(f)- 3 c(^)-| C ’(^)ec. i 


così gli integrali delle formule 

rdj> rdp cc sono ,j at i p Cr mezzo di un arco d’ ellisse 
J ù ’ J ù.' ’ J ù.’ 

e delle sue differenze parziali rapporto all’ escentricith . 

Ma qualunque sia m positiva o negativa , purché sia un 
numero iutiero , tacciamo 

. A/VipA = B/tZpA -+C/tZ<pA -i- A senpx 

cos p , e determiniamo A , B , C in modo che questa equazione 

sia identica . . 

Differenziamo per qnesto la supposta equazione, e dividen- 

dola tutta per A > avremo 

A A 4 = BA’ h- C h- A’ cos p* — A 'sen p % — ( <im — i ) 
c 1 sento' cos p* , ove ponendo i — sen P’ per cosp', i — e 1 sen P 
per A', quindi eguagliando i coefficienti delle respettive poten- 
ze di sen i p , troveremo 


» ao. -t- r -n g»»(a — c») f — (aro — i)( i — c"\ 

A = — -r~ i n ’ c • ’ 

cd in conseguenza 

(a) ( un -+■ i )/dp A 2 ™^ 1 = ( 2 - c’ )/cZ<p A 2 '” - ' - 

( 2OT — I ) ( I _ c )fdp A H- c A sen p cos p ; 

cosi 

per ra = i , si avrà 3/d<p A’ = 2 ( 2 — c’ )fdp A — ( i — c~ ) 


per in = 2 , 



_{. c’ A sen p cos p 

*■ 

5 /cZp A r = 4 ( 2 — c 1 )/<*£ A' - 3 ( i - c : ) 
/Arf?> H- c 1 A 1 sen <p cos ff 
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per m — 3 , ifdp A 7 = 6(2 — c")/dp A' — 5( t —e 1 ) 

f&’dp -+ e* scn p cos p ; 
ee. e e. 


Concluderemo di qui che l’ integrale della formula /A ™ *" ' dp 
sarà dato per mezzo degli integrali /A dp , J ^ . 

Anzi per mezzo dell’ equazione (a) si potranno sempre c- 
liminare dagli integrali le differenze parziali di E al di là del 
primo orditici infatti facendo in essa m = o , otteniamo l’e- 
quazione 


/A dp = ( 1 . — c ) /— -b , nella quale ponendo i ri- 

trovati valori degli integrali , ne nascerà la seguente 


(à) 


( 1 - c ’> (£) •+ E - =0, 


per mezzo di cui potremo sempre eliminare le differenziali par- 
ziali di E al di là del primo ordine . 

L’ equazione (è) è degna di tutta l’attenzione dei Geome- 
tri : essa esprime con la più gran semp licità ed eleganza la re- 
lazione che passa tra un arco d’ ellllsé' TT'f T'C^c'édfricitìi c, e 
l’angolo p del circolo che corrisponde al suddetto arco; è do- 
vuta al Geometra qui sopra citato . 

§. 164. In tutti gli integrali da noi ottenuti per mezzo del- 
le serie, abbiniti cercato che quelle fossero convergenti , onde ci 
potessimo sempre più avvicinare al vero valore degli integrali 
stessi , col prendere un maggior numero dei ldfr> termini . len- 
ita di ciò il metodo d’ integrare per serie, sarebbe di niun van- 
tagqio , mentre d’ alti’ onde, data la convergenza alle serie, c- 
gli è mio dei piu fecondi ripieghi d’ integrazione . Noi pensia- 
mo che non sarà in conseguenza opera perduta il trattenervisi 
anche un poco . 

11 metodo d’ integrazione per parti ci dà tina formula ge- 
neralissima per avere in^serie gl’ integrali ; sia infatti dy = Xdx, 
essendo X una funzione di x , ed avremo (108) 
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J. = X» -/*(£)*> i 
>=*»- T<S> -*•/■■? <£>*” 

* = x*- ?(£>-* n<»)-ir-4(S)-^iiT(S)*» 


„ — x*— *1 e™ ) -u fL pCSì — oc. 

•7 , ajc a l rf( J 9 . 3 l rfjf ,l 2.3.4 ^ </*' ^ a.3'4-5 ' <<*♦ * 

. 4 - C costante . 

La qual serie, se nei casi particolari sarà convergente, cì 
darà speditamente il "valore di y . Essa è stata data la prima vol- 
ta da Giovanni Bemolli . 

Si giunge alla medesima serie in quest’ altra maniera . Dal 
Teorema di Tajlor si ha ( 5 ) 

<p(tf - x) = C = <p(ar) - x(g) -+■ ^(0) 




onde facendo p(x) = y , (g) = (g) = X , troveremo 


dx‘ 


= G -b Xx — £ (g) H- £z(™) — ec., come qui sopra. 


9 . s v </*’ 

rfjr 


Per esempio , facciamo dy — - » e verrà ponendo X — 


1 — 
S-+* ’ ( ìk' 

y = C —4* — — - 

J a ■+ i 


(*-*■ 


*)* 

*» 


ec. . 


2 ( 4 -*• * )* 


*>_ 

3 (••+ * i 


4 l« -*■*)< 


CC. 


la qual serie sarà sempre convergente , finché a ed * saranno 
dello stesso grado . 

Serviamoci ora di quella serie generale per dimostrare un 
interessantissimo teorema di un uso esieso nelle applicazioni del 
Calcolo Differenziale ed Integrale , .chiamato da Leibniz , che 
ne fa 1’ Autore , Differpntiatio de Curva in Curvani . 


Tom. Ili 


F 
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Supponendo che P rappresenti una funzione di dne varia- 
bili r , y , c che non possa assegnarsi l’integrale fPdx , si di- 
mani?' a differenziale di questo integrale rapporto ad y , e di- 
c“ che sarà 

f 

( 0 —f( ~£)dx . Se Vclx fosse integrabile a riguardo di x, 

la ricerca non avria difficoltà. 

Sia z = fVdx , c la formula superiore ci dark 


a-P — S! (*?) 

2 ' dx J 




Dunque 


( - ? ) dy = dy{x(£) — H* — (— ) — ec. > 

K dy’ J 1 ' dy 1 a V dxdy ' 3.3' dx'dy * / 


Vj.' J V- V rf,' 3 V dxi y, 

Ma la stessa formula ci dà 


/(*>** 

Dunque 




X* 

2 


( *!! -ì -}- — 

^ dydx ' 3 . *a S t\\ ri r* / 


s-3 


jt'P 
dydx * 


ec. 


(£)"> = C aJ -^)dy = dyA%)dy, e .jnindì 

t^jr). =/(?><*«■ 

§. 165. Il Sig. Eulcr nel Cap. VII. Tom. I. del suo Cal- 
colo Integrale ha dato un metodo generale per avere approssi- 
matamente gli integrali delle funzioni differenziali , il quale per 
quanto si complichi nelle applicazioni pure , talvolta può esser 
dr sommo vantaggio, quando specialmente ci manchino altri ar- 
tifizi . Eccomi ad esporlo . 

Vogliasi l’ integrale della formula *(*) dx , indicando per 
F(a?) o per F qtialunqne funzione di a;. Supponiamo che quest’ in- 
rtcgralc deva cominciare da x — a , e continuare in avanti per 
qualunque valore di x maggiore di a : ( il discorso è‘ lo stes- 
so per x < a ) , e che di più in quel punto il valore dell’ in- 
tegrale sia dato. Sia quest’integrale /F(x)dx = p(x) — <p, 
£ ( « ) sarà una quantità data. 

Ora supponiamo che la differenza x — a sia divisa in tante 
piccolo porzioni ( e quanto saran minori , tanto più esatto sarà il 
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computo ) che indicheremo per Aa > di modo che abbiasi mAa = 
x — a qualunque numero sia m , ed i valori di x t da a sino 
ad * , i quali rappresenteremo per a , a , a" , a"' ec . , seguiran- 
no questa legge 

a — a 

a' = a -f- Aa 

a" == a -h Aa- = a -t- 2A a 

a" = a" H- A a = a -+■ SA a 


a* * 1 ^ = a ( m 2 ^ -+• Aa = a *f ( ra — : 1 ) Aa 
a ( ’” ) = q ( n ~ 1 J h- Aa = a -4- wAa .= x ■ 

Di più, essendo F(*) = (^)> facciamo 

c0> = c£> = F '(«J- 


ec. oc. 

1 v ‘ 

ed il Teorema di Tajlor ci darà le seguenti serie 
<p( a )—■ <P{a ~b A a) = p(a ) -t- F(a ) . Aa »+• F'(a )X 
*2l .+ F"(a ) . ^ F"'(a ) • -h ec. 

p(a" ) = p{a' -4- Aa) = <p(a' ) H- F(a ) . Aa F (a')X 


A^ 

u 


4 - F v ( a' ) . ^ -+ F'"(a') . ^ -+ ec. 


Ag 4 

2T3.4 


<p{a") = ^(a"H> Aa) = p{a) h* F(a") . Aa H- F(a")X 


Afl* 

2 


F'(a") 


3.3 


ec. 


- <t. 


p{x) — p{a V>) ) — p(a'~ ~' n -i- A a ) = p(a ( "7° ) "** 


F ( a^ * ~ 1 * ) . Aa -*• F' ( a m Afl * 


XA£-*.F"(« ( '’ , '- ,) ) — 4 ec. 

-'a ' J s . 3 
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le quali sommate , ci somministrano una serie per esprimere il 
valore di p(a;)» cioè 

*) = p(a) -+ A a {F C a ) ■+ F (a')-t-F (a") - 4 - 

F (a {CT-I) )} 

* _ÌK- {F (a) ■+ F (a') -4- F (a") ■+ -4- 

f (^-)> , ; (A) 

_ _Afl {F" (a) -4- F" (a y ) h- F" (a") + •+ 

• F"(a (w " ,, )> 

/ F" ( a ) -4- F"(a' ) -4- F"(a") + -+ 

2-3-4 V 

F"(a w-,) )} 

- 4 - ec: 

Questa serie sant tanto più convergente , quanto più pic- 
cola sarà la differenza A a . 

Si può trovare un’altra serie per esprimere lo stesso inte- 
grale ; imperocché il medesimo Teorema di Tajlor dà 

-*• ec. 

2.3 

e perciò 

f ( a' ) = ? ( a ) -+ F ( a' ) . A« - F ( «' J • -1- E" ( «' ) X 

£ 2 .” — ec. , 

3.3 • 

e nella stessa maniera 

f(.*)=i*(0+> K).ta-f(a').?4rK)X 

«f- r — re. 

3.3 
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f ( cf' ) = p ( a" ) -+ F ( a" ' ) . Aa - F ( a" ) . ^ -+ F" ( a"' ) >< 
— cc. 

2-3 

*(«"") = <p(a"') H- F(a"") . Aa - F(a w ') . fi fH-F'(a“)X 

— — ec. . 

3.3 


e(a ( '” , J => <p(x) = <p(a 

A«* 


(»-D 


) -i- F (x) . Aa — F (x) x 


-f F" (x) . 

2 ' 2.3 


ec. 


Sommiamo tutte queste equazioni , ed avremo 

^(x) = p(a)-f Aa { F (a')-»-F (a")**-F (a") ■+ 

F (*)} 


*£- {F (a ) -+ F’ ( a ' > F (a") ^ 

F(x)> 

{ F" (a ) ■+ F' (a") - F" (a w ) -h ... v - 
F'(x)} 


(B) 


A « 4 

2 . 3 . 4 


{ F"'(a') h. F"(a") -f F"'(a") 

F"(x)} v * - , - 


-+ ec. 



serie che ci dà ancora il valore di <p ( x ) . 

Di queste due serie ( A ) , ( B ) potrem prendere quel nu- 
mero di termini che ci fa bisogno » secondo ì’ approssimazione 
che si vuole nell’ integrale , e secondo la grandezza data alla 
differenza A <2 • 

Anzi da queste duo se ne può ricavare nna terza molto 
più semplice ; infatti si sommino , e dividendo per dne questa 
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somma , otterremo 


<p(x)^fF(x)dx = ?>(«) + Ap {^4F (a') -t- F (a")-*-. 

F («<—>) + 4*-} 

^ A 4 * / F'I« ) _ F(*l \ 

a \ a a '/ 

- -TJ-* {^T- - F " (» ) - F" (a") * 

, r ( «‘— »,*£2St> 


f F"'(«) _ F"'(.r) \ 

3 -S -4 1-3 ■! J 


+ T^.c.y ( a ) + r («) + •— 

F'"(a ( “ ~ i)) -4- F "" (y) ) 

h- Al, ‘ _ E>(*) \ 

2. 3. 4. s. 6 < a a J 

, -+■ ec. 

Facciamone qualche esempio . 

Si dimanda 1’ integrale di f ~r nella supposizione che sia 
Hallo quando x = 1 , e che si estenda sino ad x — 2, . Sarà 
in questo caso a = 1 , x = 2, F(a;) = ^ , <p(x) = f~i ~ ’ 
$l(o) = o . Ora essendo . +- ; 

F («) = $•(■) 

F = - i) 

rw = ;(.-|+il ' v : 

F"(*) = t(> -if-é-p) 


F~(x) ^ £ ( I -v A -j- - « -+ ^ ) 

11 J X V *V X X 1 X* ' 
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Se facciamo A a = avremo i , a' = i , i , a" = 

IO 

1,2, ec. , c quindi 


?>(*) = ! {ìh.^ 4 — -p — -+• 

7 IO <-3 1,1 I,» I>3 !,♦ 

££ _4. jAÌ. 

1,9 3 . 2 

{f (■ - *)-£<• ~t)> 

{ T ( « - » H- a ) -4- ( I - -4- 


2 . loo 

I 


2 . S . IOOO 


) H- 


— ( i — H* 

1,9 v 1 >9 


~ 4 )> 



r — -ì 


-4* ec. 


La qual serio rapidamente converge , di modo che anche 
i primi due termini ci danno' una sufficiente approssimazione. 

Se mai nel lare le sostituzioni dei valori a, a', a", a" ec. , 
nelle funzioni F(x ) , F'(x) , F"(x) ec. , alcune di queste quan- 
tità divenissero infinite , senza che l’ integrale dovesse in quel 
caso divenire infinito , allora la serie non sarebbe di alcun uso: 
ecco peto il rimedio . Supponiamo per esempio che la funzio- 
ne F'"(x) contenga: urr termine come , e che per il var 

i o x 

loro assegnato da noi alla differenza A a, quando invece di x 
si pone a-4-5Aa» il denominatore di qncl termine b — a — ■ 
5 A a divenga nullo; allora comparirà l’infinito; diamo però al- 
la Aa un valore diverso ( de! che siara sempre padroni ) e 
quel denominatore non si annullerà più , e l’ infinito non avrà 
più luogo . 

Questo ripiego non varrebbe se fosse lo stesso valore a che 
facesse comparire 1’ influito, ed allora converrebbe ricorrere ad 


» 
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una trasformazione della formula differenziale in un'altra» ove 
questo inconveniente non sussistesse . Per esempio la formula 

— Xd * - , essendo m < n diviene infinita » quando x = a-, si 

faccia perciò a — x = s* » e sarà x — a — z’ , dx = — 

nz 1 dz , e quiudi — = — nXz m 1 dz t che non è 
(« — *)’ 

più infinita , quando x = a , ovvero t?=o. 

§. 1 66. Quando 1 ’ integrale di una differenziale Xdx è una 
funzione determinata di x , nella quale la x può ricevere tutti 
i valori possibili , secondo 1’ estensione che a noi piace di dare 
all’ integrale , chiamasi allora integrale indefinito . Se poi in 
quell’espressione, determinata l’origine dell’integrale per mez- 
zo della costante arbitraria , si assegna un certo valore alla x , 
allora 1* espressione che ne risulta chiamasi 1’ integrale definito 
della formula Xdx ; così 1 ’ integrale indefinito è una quantità 
variabile , mentre il definito è una costante determinata . Sicco- 
me accade sovente nella pratica dover ricercare gli integrali de- 
finiti delle funzioni , e di più questi presentano delle singolari- 
tà interessanti , che non appartengono agli integrali indefiniti , 
COSÌ ho fissato di parlarne qualche poco . 

Già nel Gap. I. ed in questo abbiamo esposte per inciden- 
za delle dottrine di questo genere , e perciò non mi estenderò 
soverchiamente sopra tale articolo . 

Al §. io6, cercando J’ integrale delle due formale f ~~~ - , 


#. al -+ 1 . 

r* dx 

esteso 

da 

co — o sino 

ad 

j X Jx 

1-3 

s • 

(2;- il 

T 

J Vii-**) 

3.4 



2 

fx'^'dx 

2.4 




J V( 1 -**J 

1 • 3 

■ s • 

. . . . ( li ■+ 1 ) ' 



abbiam trovato 


ora facciamo in queste due formule generali £ = i , a » 3 , 4 cc. » 
ed osservando che gli integrali definiti da x — o, x ac i , delle 


■ Digiti? ed by Google 


CALCOLO INTEGRALE C A F. ▼. 


49 


® ^ ti l *P SL i 3C 

dne semplicissime espressioni y — , sono 


r * _ 

zfre. sen 

• 

*1* 

II 

»*• 

r xdx 

1 , .avremo 

y v 

/ Vii-**) 





Integrali definiti 


*4 _ J 

r dx 





V 

7 vu-**) 

a 


y vu-**) 



r *v* 

I T 


/■ *',/* 

2 


y vii-**) - 

a 2 


y v(.-**) 

3 


r x*jx 

1 » 3 _» 


r x'dx 

2 

4 

J VO-**) 

2.4’ 2 


J vii-**) 

3 ' 

s 

r X'* _ 

«3 5 £. 


/~ *’./* 



1 6 

/Vii-**) 

2.4.6 a 


y v (.-*•) 

3 ‘ 

5 ' X 

ec. 



ec. 




Gl’ integrali definiti della formula ’ P onno 

mente dedursi dai ritrovati qui sopra : facciamo x = a’ , e la 
nostra formula diverrà = a ./'v (i'—l v ) * 0 s * ccome * 

miti x = o , x = i danno egualmente z = o, z = i, co- 
sì avremo 1’ integrale definito di / -—-n o raddoppiando l’ in- 

le siale definito , ed in conseguenza 

3 y V(l — Si) v - • 

/ ■ (Jjf /* 1 _ . 

vór-**> — T ’ /vu-*‘) a ' ’ 

Proponiamoci adesso di trovare l’ integrale definito dai li- 

miti x — o, tr = i della formula £ cfa ( r — ' cr) 

Al §. 105. abbiam trovato “* _ ' 

Tom. Ili G 


A 


x’Jx 

VI*-**} 
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'(/>-*• i**) ? 


r *M 


-4- —'Altll'-X 


A" =^^h7h-„. • 

p. 

fx m ' dar ( a -f* òac" ) ? : 

paragonando questa formula generale con quella che ci propo- 
niamo y si avrà a ■= i , b — — I , n — a , p = 2 .rz — 3» 
q = o » c quindi 

m' — i 


r »-i , , \* ~a A* ( i — yy ) 

J X dx ( I XX ) m 2n‘ — I 


2*' — I 


m -+ 2* — I 

rm-1, , .•'“f 

/ ar dx( i — a:») 

Ora il primo termine di questo secondo membro va a ze- 
ro , quando a: = i ; dunque per la ricerca dell’ integrale defi- 
nito si ha 

/«-■*(. -«O -5 

Se dunque facciamo y~ " — === M , quantità che abbiamo 
trovata sopra , si avrà 


M 
M 

■+2Ì 

*'»■* M 


ni -+ I 

«3 


(per n = i yà m dx ( i — **)* = — 

rc' = 3 /* d*(i - sa)*»- ì«h.i)c-4-3) 

per n = 3 f* dx(i - xx ) — 

cc. ec- 

Così troveremo gl* integrali definiti per qualunque valore 
di m e di ri. Per esempio 

fx\lx ( i — xx Y = L£ = .LJ . JL--1 . 

J xax \ * 6.8 /V(i - *•») ó.S 2 • 4 a 
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§. 167 Rapporto agli integrali definiti meritano di essere 
esposti alcuni Teoremi , i quali riguardano 1 * integrale della for- 
mula 

— esteso da p = o sino a a — 180'. Quesù Teoremi 

sono di Eulero ; egli se ne compiaceva al segno di chiamarli 
grandemente memorabili . Si trovano nel quarto Tomo del suo 
Calcolo Integrale, il qual Tomo è una preziosissima Raccolta di 
tutte l’aggiunte fatte da quel Geometra ai tre primi Volumi. 

Cominciando dal caso semplicissimo i = o , abbiam trova- 
to al §. 149, che l’integrale della formula — • »* definito 

tra i limiti p = o e <f> = 180*, è = - , 9 — . —, che cioè 

in questa ipotesi , si ha f — — = — — — — . — . 

Ora ricerchiamo 1 * integrale definito di - — 

Ma per iscansare il radicale y/ ( a’ — V ) , facciamo a = 
i -4- an , b = — 2* , ed allora V ( a* — b' ) diverrà 1 — 
«* , mentre la nostra formula prenderà questa forma 

dp eoi ip 

( I -*• a* — 2» coi p )* 

Teniamo invece di a la lettera a, ben intendendo che essa 
ò diversa da quella adoprata qui sopra , e dovrera prendere 

1’ integrale definito di ovvero, facendo per bre- 

vità 1 h- aa — 2 a cos f = A, di ù™ìt contenuto tra i ter- 
mini p — o, p = 180 0 . La lettera i poi vogliam che signifi- 
chi numeri intieri e positivi . Per i numeri negativi basta la stes- 
sa formula dei positivi , poiché cos — ip = cos -h ip . 

I. Integrazione della Formula 
da p =3 o sino a p = 180*- 

Questo è il caso più semplice della nostra formula , poiché 
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quello nel quale n = o , non ha alcuna difficoltà essendo 

f dp cos ip = — sen ip ; e siccome scn o° = o , scn i 1 80° = o , 

così 1’ integrale fdpcosiz» definito tra i suddetti limiti, si an- 
nulla . Se però quando n = o anche i — o , allora J dp — p, 
e quindi preso p = 180*, si avrà fdp = t . 

Per avere l’ integrale y"££££12ì*, j 0 incomincierò da i— i» 

i = 2 ec. , e così passando dai casi piu semplici ai più compo- 
sti , potremo avere quanto si cerca - 
Siccome 

' • Arfft ( 1 -f tt ) d p *“iP ■ rei » 

r A A A * 

così integrando tra i prescritti limiti , sarà 

, = ( ,H. ««)/*- »/*«*.- 

ma abbiam trovato qui sopra > dunque 

T — L r — t — 2 a , e perciò avremo 1* integrale del- 

la nostra formula per £ = I > e sarà 

/ **!! LH — ; così abbiamo gli integrali dei due primi casi 

rie __ r e /" dftup _ ar 

J & I — M * v . i I — 

Da qnesti due casi i — o , i = i potranno con Y a/uto 
del seguente lemma ricavarsi tutti gli altri, nei quali i è un 
numero intiero qualunque : infatti essendo tra i limiti fissati 

/ dp cos ip — o , si avrà 

o = ( i aa ) Ji&fgi — so f.éHIi.LtflLÌSl ; 

ma è 2 cos p cos ip = cos ( £ — i)?H* oos ( i -f* i ) P » a_ 
vrerao dunque 

I -4- aa f' dp cor /'ft — lift , fdp r at ( »' -*• 1 1 ft cui si i'i- 

~~ 7 ~ J ~ A J A ’*./ A 

cava questo lemma 
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sì 


r 


'Jp COS ( i -4- 1 ) p 
A 


l -+ a* f Jpctl ip r, 

a J A J 


ip etili — i )p , 


preso ora i = i , si avrà per il detto lemma 

= 1 -LH Jélip. —f%> ed in conseguenza 

/ dpcotip ras 

Ai — ss 

Prendiamo i = 2 » c Io stesso lemma ci darà 

(?> c»j ap 


/ 

f 

f 

f 


dp coi 3 p 



I 

A 


s 4 

1 dp coi 3 ® 



*v 

A 



'dp cot t p 



A 


I — Od 

‘/P c»l SP 




A 


1 — aa 

<^P far ip 


ra’ 

A 


l — os 


■ r ^± , ovvero 


nella stessa guisa preso t = £ , si ha 
preso i == 4 , sì ha 


II. Integrazione delia Formula 
r dpwijp d a ^ — o sino a tp — i8o° 


§. 1 68. Il caso più semplice è quello nel quale i = o » 
dobbiamo allora integrare J " . Per questo, osservo che la for- 
mula finita ~ ? = .V svanisce quando <p = o e p = 180*, 
onde facendo ' " 


tip ett p iadptttp* 

dV — — — , ovvero 

A A 


dV — ( 1 s’avrà integrando tra quei limiti 

Ma abbiam trovato superiormente — » dunque 

moltiplicando sopra e sotto per A > sarà ancora 
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T^Ya = ( 1 *+ aa ) f~? — ia f -, ora dall’ ultima e- 
equazione si ricava 

__ sostituendo per tanto questo valore» si avrà 

_5 — ( i -u aa ) C~ ì- fÈ> -= C '_—«)» rip . :i 

x-a. v -1- iu J J A , ^ ^ _^__y _ , per li 

che si trova 

/ </?> »• ( i 

a’ ci- 


ao) 


aa )* 


Di qui si ottien subito f ** ***$ = — . 

Per gli altri casi , consideriamo l’ integrale ottenuto al § ante®. 
f dp cos tp __ , il quale moltiplicato superiormente cd infe- 

riormente per A > ci darà quest' equazione 
jSL = ( i aa ) — che prende 

questa forma 

’ rg< ( I H- au ) a f ** e0 ‘ ri ~ 1 * * .... 

a J — À 7 — 

Da una tale equazione si deduce questo lemma 

/ dp COS ( i •+ 1 1 p 1 -+ aa f dp cos ip f dp cos fri — t 1 P *o f ~ ' 

A» ' a J A* J A* i —aa' 

Facciamo i = l , e questo lemma ci darà 

r dpcosip _ i-t-gg r dpcosp _ fdp *_ ove sost ituendo i 

J A* a J ù' J A* I — aa 

valori riti-ovati per i due integrali del secondo membro, avremo 

/ dp . cos 2 » si ( l - i- aa ) — * ( I — aa )* rag (3— aa) 

A* li —aa ) 1 " (1 — <*«)’ 

Facciamo i = a , e dal premesso lemma ricaveremo 
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r <!p . cos$p I -t- <ia fdp ett tp 


SS 


, ovvero 


/ dp . cos$p , \ -+ aa r dp cqs / dp cos P uà 

& * J ù' J b* ~ii 5 

j d ±‘p» = ( ' afl l ~ ( 3 - >« ( » - "P , C h e si riduce a 

r dp . C O! 3^> Ta 1 (4 -- gtf j) 

./ A r (t — «)> ’ 

Sia i = 3 , ed avremo per lo stesso lemma 

ftoiOf- i£ = ***<*- «gj ; COSÌ 
J A' t-1 — flfl)' 

/^4'i* = A*2L> ; ed in generale 

rdp.co.jp _ 

J A* 1 1 — tfiJ J 1 


III. Integrazione della Formula 

f ^—1? da <p = o sino a p = 180". 

§. 169. Per il caso più semplice di tutti f ^ serviamoci 
della formula 
Y = UH ± , e sarà 

A . 

dV = ^-'-2 — , ovvero 

dV = ( 1 ^ «tWj : , e scrivendo 1 - cos a a 

A* 

invece di senp *, quindi integrafi© , avremo 
fdV = o = ( 1 ^aa)f d J^p - 4 « /g -h 
Aggiungiamoci ora questa forma indefinita 
s = *■+■ B J~~~ , c si avrà , differenziando e riducendo al 

denominatore A 1 
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dV -+ ds == ( i -§- aa ) cos p — 4a -f aa cos p' -{- AA 1 -J* 

BA }0 

~ "Vp" ~ *= — 4* H- A ( ! -+ aa y H- B ( i -j- aa ) h- 

{ i -+ aa — 4-Aa ( i - 4 - aa ) — sBa } cos p -t- {aa 4 

4 Ana }• cos p' . 

Si determinino le quantità A,B in guisa che svaniscano 
i termini ove si trovano cos p , ( cos p )’ , e s’ avrà 

aa - 4 - 4Aaa — o ì -+ aa — 4A ( 1 -+ aa ) a — 2Ba = o , da cui 

A = — i- , B = 2ÌL±ili ; quindi 

= LiZ^L* , ovvero 

jp * 

f{ dV -+ <ds ) = ; ed essendo tra i dati limiti V = 

o , si avrà 
c ( » — aa t* fdp 

a J A 1 * 

Dai casi qui sopra trattati , abbiamo 


I ir 
!>a 4 — aa 


sSLtlil . , c perciò 

(1— jo)‘- l 


(_L^£)! garà d e 

Il J A' t 1 — «« )> ’ » 

/ rfp »( 1 -H a,ta -+ a*_) 

A 1 ( 1 — aa ) 1 

Per passare ai casi più complicati, si osservi che .essendo 
/* — ^ avr ^ P Cr mezzo della riduzione adoprata 

sin ora 

— ( 1 ~b oa ) — 2a rÙJit* d’ onde si ricava 

li -<*«)' v ’ J &’ J a* ’ 
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f d ( i 1 aa f dP «•(!-» aa) g perciò 

J a* a* J A’ aa(l— aa )' 1 r 

/ Jp eoi p I -f ir ( I -+ -fa 4 ) -¥.»•) 3** ( I -T- g* ) — [ 

A* ai ' (i— aaf asti— aa )> (l —aa ) 1 

*«(3 -*‘3 **j. ma nell’ articolo precedente abhiatp trovato 

( 1 — aa)’ 

J~ jp totip gfl'f < -<-» — (« — ' L^ jJ ; dunque moltiplicando questa for* 

mola integrale superiormente ed inferiormente per A» avremo 

^ __^ l ^ haa ^J' dp tot * _ aa y 'dpctip. cvtp } 


ovvero 


^ {,-h-i (,~ .),«} _ ofl . _ G fdPj^jJ^VP^ 

{l—aaY v J J J ù> 

a f , d’ onde si deduce questo lemma 

/*. 1 -+ Ufi fdp totip r dP tot (i — tip _ _ ^ - ^ • 

J a ~ * J a 1 J a' 


tra 1- ' ; ■+ I — ( ;—!)#*}• 


1 1 — flfl)’ 

Facciamo pertanto £ == i , ed avremo 

f dptofìp _ L±-ì fl . f — f d ± — — - , ove sostituiti i 
./a* a J ù‘ J A’ (I — sa)’ 

valori degl’ integrali del secondo membro , avremo 

/ dp totip I ->nta tra ( 3 - 4 - Vta ) ___ * ( I -*• 4*« -*• **) 3r(t — aa ì* 

A’ ~ a li—*»)» [l—aaY 

óra a < 


(l—aa) s ’ 

Prendendo i = a , si ha 


/ dpcot 
A* 


3?> 


T VK?jri-SL±£! : ì — ? Ci di 
t-aeY • ° 


Tom. /// 


H 
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trovau 


rdycot 4 f «•■»♦( -t- . f att0 { __ . si ha 

J ù> tl — aa)‘ 

rjp coijó __ »j* ( gì — a t™ . prendendo i — 5 , si tr 

y A>* tl — a«)‘ 

r dpjo.tp _ *r^r£"-£S*J ; Cd in generale 
J & > (1 — «)*■ 

» — — 2 x •• 

formula che si trasforma in questa 

} . 
rjpeoi ip r»* f ( i -H ) ( » ■+ 3 ) ( i •+ 2 ) ( i — 1 ) ^ 

J T> — X 8 v 

ÌLzJJJJszI} a* ì- . 

1 J 


Scolio. 


§. 170. Nella stessa guisa potrebbero trattarsi le formule- 
nelle quali i denominatori fossero A 4 1 A 5 » A ec- > ma sarebbe 
difficile con questo metodo scoprire la legge generale che es- 
se seguono. 

Leonardo Eulero giunge- per altre vie a dimostrare questo^ 
Teorema generale . 

„ L' integrale della formula f -—.preso tra- 

i limiti p == o, <p = 180* == t, è sempre espresso da; questa, 
formula V, essendo 

, . ■+ I- 


V = (-p)(-^)H- (i=J)(^)aa -h C-~) (h--) “ H " 

nella quale le formule chiuse tra le parentesi non indicano fra- 
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zioni , ma i coefficienti delle potenze «del innondo , di modo che 
secondo questa convenzione , si ha 


(i h-*)"= i -+ ( x> *” i * ( 4 ^ x * - +ec i 

onde c sempre 

X a a — I a — 2 *-?•*•'* 

0 r ■ “ '3 12 

Quest’espressione, essendo per noi 0 un numero intiero’* 
rappresenta un valore determinato per qualunque caso; c qui si 

avverta che tutte le volte che sarà 0 — o, si avrà (^.) = i ; se 
poi <3 avrà un valor negativo, questo simbolo indicherà una quan- 
tità nulla o sarà zero; quando 0 = * * sara ( — ) = i,esc0;>* 

parimente il simbolo ( ~ ) sarà = o ,, poiché sempre è ( — ) •= 


La dimostrazione di questo elegantissimo I corcma , che 1 Au- 
tore stesso chiama, Maxime memorabile , ci tratterrebbe di trop- 
po , e per questo noi ci contenteremo di mostrarne la verità ri- 
cavando da esso le medesime formule integrali trovate ai §§ an- 
tecedenti . Il suo immortale Autore non ebbe in principiò al- 
tro mezzo che questo per dimostrarlo , mentre lo avea ritrova- 
to per la semplice congettura . 

Facciamo' n — o , cd osservando -che i primi fattori della 


quantità V sono — 1 > ) *** 1 » (~ fX 


ìxì rc-iy i i-+i i-** . . (°-’) — . «J + 1 . ì ± 2 

{-r ) — t ' T ' 3 * v 4 ' * 2 3 


- X 


ec. , ed i secondi (^-) = i* ( 7^-7 ) = 0 J (fijrj) — 


o ec. , si avrà V = 1 , e perciò 
r dp CO! ìp * ir a* 

' 1 -+ ita — '2(i cùf p 1 — aa 

Sia, il —, i y c saia 


* fl f 

1 — ita 
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V- 


-) — 1 » (~ J ) = - (i 


O; 


L-«\ _ i(i - t) 


= £ -4. i ; ) = i ; le altre formule svaniscono. 

' ì ' 'i + r 

Sarà dunque 


V = rH-i — (i — i)aa»c perciò 
f tosai*-- = *? ... {(i -h I ) _ ( I — I ) aa } 

J ( i -f- «a— -a («p) (i— ««)> L v ' J J 


e così degli altri casi . 

3 )tl resto chi atra le eleganti verità analitiche per se me- 
desime , a « he quando siano prive d’ applicazione , non tralasci 
di leggere tuttociò che ha rapporto a questo Teorema , e che 
si ritrova nel citato quarto Volume del Calcolo Integrale d’Euler. 

§ 1 7 1 . Gl’ integrali definiti si ponno talvolta esprimere pep 
mezzo di un prodotto d’ infiniti fattori . Ci basterà farne qual- 
che esempio. Se per i noi indichiamo un numero infinito, è da 
tutti i Geometri ricevuto questo principio, che -4- i — i -f. a 
essendo a , (3 dnc quantità finite qualunque ; di qui segue che 

gl’ integrali delle dnc formule f x’ dx( i — x” )" , fx‘ ’ + “ dx ( i — 


x ) m , definiti dai limiti x — o , x — i , sono eguali tra loro, 

imperocché x~' è la stessa cosa che ar~ ,-fa ; e se non si vuole 
ammettere quest’ eguaglianza a rigore , i risultati cni giungere- 
mo saranno approssimazioni . 

Questo premesso , proponiamoci di trovare il rapporto che 
passa tra i due integrali definiti 


k - n k — u 

J x > dx ( i — « ) , f x dx(i — x ) espresso per 

un prodotto d’ infiniti fattori . 

Essendo ( lasciata la parte algebraica che si annulla quan- 
do a? = i ) 

k — fi £ — « 


A 


dx{ I — * ) 


«B H» k 
in 


pfx 


dx ( 


x 


se si fa m -j- n invece di ni in quest’ equazione , si avrà 
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/ 1+1-1 , , ». 
y .v cix ( i — x ) 

A — n 

x") , e quindi 

k— a 


m-bn-bk j- v m ■+ì»- t 


m -t* n 


ilx ( i 


fx m -'dx ( 1 -*”) ” = (j^AL^j±n f x "‘^ u -'dx{i - 


£ — n 

« v » 

* ) 


Continuando lo stesso artifizio di sostituzione in sostituzio- 
ne , giungeremo a questo risultato 

r x m ~ 1 dx ( i — v* ) * — ( m -*• * -*• -*• * -*• 2 ”1 • • • (” •+ * "0 y 

' ' »« . ( n> -*- « K »i -t- io ) (, r» -t- io ) 


i — n 

„ m -b in -f » — I-y n . » . 

yac ar(i — ac ) , ove t può essere qualun- 

que , e noi lo supponiamo infinito . 

Egualmente troveremo 


k-n 


f ut ' dx ( i — a;" ) 


( fi -b kìf fi 4 l 4 «)........(>i 4 t 4 ;i)) 

I #*-+■»» ) 


X 


k — n 

fi •+ in -b n — t , . a . » 

fx aac ( t — * ) 

Ora le due formule integrali dei secondi membri sono e- 
guali tra loro , perchò gli esponenti fi -4- in H* n — l , m -t- 
in n — 1 sono infiniti ; dunque 

k — » 

/ *'* ^ ii x { I — 3f" ) p ( m -b k) [p y 

k—n m(p-bk)'(m-bn){p~bk-bn) v 

fx * 1 " 1 Jx(l-x’) " 


( r>-b2n) (rn-b ( -b ao) e£ . 
( m -+• 2 ») l (* -+ * -b m ). 
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Le lettere m , n , /t , k indicano nninerì qualunque positivi . 
Facciamo k — 3 , n = 2 > e sarà 


f x”‘ 1 dx ( I — Jf* )* ^« { TO 3 ) ( f* - 4 - 8 K f» -+ ,Q tl'-i- 4' ( w 7) 


ff 'd'(l-x')* 


»>{H -+3) ' (» -+2)l/* 4 5) -+• ; ) 


ec. 


e fatto m = 2 , f* = 1 , avremo 


ec. 


f*J± VP — »*) ' -S 3-7 5j_? 

/i/jrv'H — ** ) a.4'4.6'6.8 

Cerchiamo adesso 1’ integrale definito della prima for- 


mula 


Ir — » 


f x‘ dx ( 1 — x" ) ' tra i limiti x = o , x = 1 . 

Avendo ritrovata qui sopra la ragione dell’ integrale 


i — lt 

n 


fx dx{ 1 — x”) ” all’ altro fx dx ( i — x” ) , 

qualunque sia n , determiniamolo ora in modo che questa se- 
conda formula possa integrarsi . Sia per questo p = n , ed a- 
vremo 

k — n fc 

n * » 


fcc ' dx ( I — x“ ) 


t(« 


* ) = • • • • 




, determinata la costante C per annullare l’ in- 


tegrale quando x — o . Facciamovi ora x = 1 , cd otterremo 

k — n 

fx 1 dx( 1 — x") = — ; dunque 

k — n 

t r n \ 9 I « 2 b(w 4 *)' 


/»— «fc(-*V = -Ì.A. 


( m -4- 0 


J}« { m -+ t - 4 - » ) 

( M-l- 2» ) t * ) 


CC. 
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si sa d’ altr’ onde . 

Siccome poi nell’ espressione generale le lettere rn , k so- 
no permutabili , cioè ponendo una invece dell’ altra , quella e- 
spressione rimane la stessa , così per il caso di x — i , avre- 
mo quest’ equazione 

k — i» m — n 

f x" ' dx ( r — x" ) * = fx 1 dx ( i — ac" ) " . 


Ci siamo trattenuti sopra queste ricerche per addestrare i 
nostri Lettori negli artifizj d’ Analisi . 



Digitized by Google 



64 


CAP. VI. 

Integrazioni degli Ordini Superiori , 
cd Integrali raddoppiati . 


§ 



99. abbiamo spiegato ciò che significa 


questa espressione f’Vdx': essa è l’integrale n‘ di Vdx" ; 
essa esprime quella quantità Q , che differenziata n volte di se- 
guito ci dà per risultato di queste n differenziazioni la quanti- 


tà P dx’ , di modo che si debbe avere ( ) dx’ == Vdx’ , ov- 

vero ( ^ ) = P . 

' dx“ 

Il dx’ nell’ espressione f"Vdx° è un indice destinato a mo- 
strarci quale è la variabile rapporto a cui dessi integrare , e 
ad operazione eseguita , svanisce affatto dal calcolo ; per questo 
dee considerarsi l’espressione f'Pdx’ come una funzione di a;, 
non contenente in modo alcuno dx . 

Essendo, giusta le convenzioni stabilite per 1 ’ algoritmo del 
Calcolo Differenziale ed Integrale 


f Vdx' = fdxf * ' PcZx" ' fdxfdxf* * Vdx 9 3 = 

fdxfdxfdxf* ~ 3 Vdx” ~ 3 = = 

fdx fdxfdx fVdx 

quando si prenda un numero n di segni sommatorj , perchè cia- 
scuno di questi membri significa una quantità Q il cui differen- 
ziale n" m ° deve essere P<£v', concluderemo che peravere l’ef- 
fettiva espressione Q dell’ integrale /’ Pdx’ , bisognerà cominciare 
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CALCOLO INTEGRALE CAP. VI. 65 

dal fare con le regole ordinarie le seguenti integrazioni 
f Vdx — M -+• C 

f Vdx' = fdxfVdx =/( M H- C ) dx = N H- C'x C" 
f>Vdx' fdxfdx f Vdx = L -h CV — h C"i -t- CT 

f 4 Vdx 4 = fdxfdx fdxfVdx = H -+ C'x’ -+ Cx 1 -+ C"x h- C " 


f‘Vdx ' = f dx J dx fVdx = T -h C'x* * h- 

€'*"% -h G ( *~ ,) xh-€ ( c) 

«elle quali M , N , L ec. , T sono funzioni di x , e C' , G" cc. , 
costanti arbitrarie , ed allora 1’ ultima di queste integrazioni ci 
darà 1’ integrale cercato : esso sarà completo , perchè contiene 
un numero n di costanti arbitrarie . 

Io credo che non abbisognino escmp;; pure se vuoisene ta- 


luno , proponiamoci la formula P — ì ed avremo 
/ ±L = 1- C 

J *♦ 3*' ^ 


c ' 

P £ = fdxfdx. r% = - _i_ H- GV h- C"X H- CT 
/ + £ = fdxfdx Jdxf% = - -i-io^x ■+ CV H- CV -+» 

C "' 

x — f* 1-* 


Il Teorema di Tajlor ci somministra anche nn metodo ge- 
nerale per ottenere l’ integrale espresso per serie di una qualun- 
que formula differenziale Pt/x" dell’ ordine n " m *- Infatti facendo 
Q =/-P *t, si ha (g) = F, (£$ = fi”), [ffjy. 


<£> « • 
Tom. ni. 
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ora qualunque sia Q, il Teorema di Tajlor ci dà questa serie 
per rappresentarlo. 

Q=>C'-*-*( **- 


s-3- 


- 

3 • 3 ' 


(£?) 

\ J-nJ 


,». V ix 


H -+ l- 


3.3. 


— .T,( T^)-*- ec - 


purché- si faccia * = o nei termini (g ) , (%g) ec » : a differen- 
ziazione eseguita ; CT rappresenta il valore di Q in questa stes- 
sa ipotesi . Se dunque nel secondo membro di questa, equazio- 
ne , invece di (g) , (^~). «a , poniamo i loro valori P, 

(^) ec.,. facendo in questi * = o, si avrà la serie che rap- 
presenta- il valore della funzione incognita Q- Siccome poi i 

valori dlC , («1, • • (“t) sono da " ” 6 

dall’ equazione Q - fVdx nè dalle sne differenziali , essi 
rappresenteranno- perciò tante costanti arbitrane , ed avremo , 

indicandole per C' , C , C ... 

Q = /' P dx = G' h- C x -t~ CV H- 




.c ( *V- r 


B -*■ 3 


X 


3.3. 

C-) 

K dx'' 


CC. 


Per far qualche applicazione di queste integrazioni , prò 

. j 1 ! : — t* ec. 

poniamoci la serie j ■+ j^irryj^-a) 

della quale se ne voglia la somma, m rappi esentando qualun 


que numero 
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ffl -+• | 

Per questo si moltiplichi il primo .termine per * > il 

secondo per *”” f \ il terzo per ec., si eguagli allora 


quella serie ad y » e si avrà 

W-+1 « •+* 

y = - 


* * 

T7 •+ *7 


*-f3 


ec. 


7»-H) " T_ l»-mi*-+3) 

Questa serie diviene la proposta facendovi x = I > così y 
rappresenta la somma della nostra serie > ponendo x — I • 
Differenziamo due volte quell’ equazione , ed avremo 

( g) = -, *" ■* ‘ - * m *' - ec. = ZZI ; dunque ‘ 

Per avere in conseguenza la somma cercata nel valore di 

y , dovrem fare x = i ad integrazioni eseguite . 

, , „ rx*~'dx rx m dx. p 

Integrando per parti , si avra y — x J J T^x* c 

facendo x = i fuori del seguo sommatorio » verrà 

v r * m -' dx-*«Jix _ r x ”‘ ~ l d x — * " ; onde nel nostro ca- 

j J 1 — X J m 

‘ so sarà 


y — i, — m(m-H) + ■ + 3) 


H* ec. 


Sia m = 1 , ed avremo L -h ^ -4* ~ •+ ~i ' + ec> = 1 * 


Sia da sommarsi quest’ altra serie 


I 


t ( m -4- 1 ) ( m -+i) 

, ' V ' 

- . — —4* CC. i 

(w-i-s)(»*+3)(w -+4) 


Poniamo y = 


tu -+• 3 


ut ( »w H- 1 ) ( w H- 3 ) 

ec. , e differenziando otterremo 


i x "» + 3 


é 
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x -b x *-f* ec. = f — , e 

l — x 


rj) = x h-x 

quindi 

y—f dx ' ~ f dx f dx f fzri dx i 

e se ad integrazioni eseguite faremo x — * > il valore di y et 
darà la somma della serie proposta : ora integrando per parti 
si trova 

x f ’- ì + 

J 2 •/ 1 — X 2 J I — X J x J l — X 7 

e facendo x = i fuori del segno sommatorio , si otterrà. 

y a J i — x J i — x * 

y = L fx"-' dbc -f- /w* dx — /x” dar , 

r~ì {/*“■’'* -/*“■«*> = t(t ~ 

questo valore di diventa = quando x = i ; dunque 


31» ( m ■+ i ) 


I 


ec. 


(n»-+2)(m*+3) ( m -+ 4 ) 

Nella stessa maniera potrebbero trovarsi le somme del- 
le serie 


r 


!' 


I 


(nM-1 )(m-f-3)(i»-t-3)(m-4-4) 
I 


-h ec. 


»»{»■+ i)t«-i-2)(B;-+35(w-*-4) («-n)(iw-l-2)t*»-4-3)(wH-4)(«B +5) 

ec. 


ec. 


e sarebbe — L la somma della prima , 

r - ? rr^ — rr r la somma della seconda , e così delle 

Am ( m -f- 1 ) ( m -+ a ) ( m -+ 3 ) 

altre , 


Digitized by Google 



CALCOLO INTEGRALE CAP. VI. 69 

§ 173. Njù Capitoli I e V, ove abbiniti parlato dell’ in- 
tegrazione della formala /Pdx , abbiani supposto che I 1 fosse 
una funzione qualunque determinata e conosciuta di x : ora può 
la medesima P contenere delle formule integrali, come /Rita?, 
/Seta? ec. , può esser cioè una funzioni - p ( x ,/Rrta? , fSdx cc. , ) 
di a? , di J'Rdx ec. : in questo caso si dimanda come potrebbe 
aversi 1 ’ integrale effettivo della formula /p(.v, /Reta? , J'Sdx, 
ec. ) dx . 

Già si suppone che le formule /Pdx, /Seta; non siano 
integrabili, imperocché se lo fossero, si effettuerebbero 1 ’ inte- 
grazioni , ed allora P diverrebbe una sola funzione di x . 

Per soddisfare in generale a questa ricerca, altro non si può 
prescrivere che determinare per approssimaziouc i valori degli 
integrali /Retar , /Seta' ec. , e quindi sostituiti in p, integrare 
la formula /pcta? con i metodi ordinar); si avrà così un valo- 
re approssimato di ciò che si cerca . La sagacità del Geometra 
nei diversi casi particolari dirigerà la scelta degli integrali ap- 
prossimati di /Reta? , /Seta? ec. , onde giungere ad un più esat- 
to risultato . 

Non ostante che gl* integrali /Reta? , /Seta? non siano as- 
segnabili , pure vi sono delle formule / pota? , le quali ponno 
integrarsi, o almeno ridursi alla forma di quelle trattate supe- 
riormente . 

Per esempio, vogliasi il valore di /Pdx /Reta?, e suppo- 
niamo che /P dx sia integrabile cd = X ; avremo secondo la 
regola d’ integrazione per parti , chiamando z il ricercato in- 
tegrale , 

z = /Pdx /Reta? = X /Reta? — fXRdx . 

Così I’ integrazione della formula /P dx/Qdx, la quale 
conteneva due segni sommatorj, è ridotta ad integrazioni di for- 
mule che ne contengono un solo . 

Egualmente proposta la formula differenziale /Pcta? (/Reta?)* 
nella supposizione che /Pdx . = X , ne cercheremo l’ integrate 
in questa guisa : . 

/Peta?(/Retac)* = X(/R dx)’ — n /XRcta?(/Rcta? )* — *, c l’e- 
sponente n sarà scemato di un’ unità . Se XReta? sarà una quantità 


Djgitized by Google 



70 MATEMATICA SUBLIME 

integrabile, si potrà con lo stesso mezzo far dipendere 1* integrale 

fXVdx(fRdx)" 1 da nn altro in cui 1* esponente sia anche 
scemato di un’ altra unità , e così di seguito , finché si giunga 
ad un esponente = < , ed allora ci troveremo nel caso sopra 
considerato . 

Lo stesso artifizio è applicabile alle formule 

/Vdx (fB.dx 'f (fTdx )" ec. Basti averlo accennato. 

Supponendo che Vdx non sia integrabile , si ha 

z = fVdx/Rdx = f Vdx X fV-dx /Vdx JVdx 

così per avere in quel caso il valore di fVdx fVdx , possia- 
mo prendere l’integrale approssimato di j"Rdx, e moltiplica- 
to per Vdx , integrarlo di nuovo, ovvero, se ciò sia più como- 
do , servendosi di quest’ ultima formula , prendere l’ integrale ap- 
prossimato di /Vdx , e moltiplicato per Rt/x, integrarlo di nuovo. 


Ter esempio, cerchiamo l’ integrale di — f x — — - f - dx — . 

r D/h-* 


L’ integrale approssimato di ~~ è ( 164 ) 
f —— =a — * i — — * — - - 4 - — — *- — - -f ec., e quindi 

J a -+• * a-¥x 2 l «■+*)• ata-f -*) 1 * 

r fJ x - = f- 

./VI I — ( a-h x )* ) J <»-+■ * J ( 


xix 


tf -V* ) V( I — (a -hx)*) 


— *4* 

,* 1 * 



x'dx 


-4- ec. 


Gl’ integrali di questi termini si ottengono per le regole 
date al Capitolo I. 

Ma sarà miglior partito prendere la serie che esprimer in- 
tegrale f — j* — . Infatti 

- dx = fdx ( 1 - 4 - < * •*•*£ -t- - 4 - ec.> = 

VI 1 —(4 -*•*)•)• J ^ 8 / 


( x -4- o ) 


2 .3 


8.5 
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= 4r.sen{a-+x)xlog(a h - x) 

f dx { i — h l . * il* -4- ec. ì- 
J ^ a.a 85 ■'■ 

= Ar. seri (a-t-x)X log ( a -+• * ) 


( * h- Q ) _ IfifJi _ 3j*±_-jr _ ec . -f- C 

v * a-3-3 8-5i 

essendo C la costante , che porta 1 * integrazione . 

§. 174 Se per z noi indichiamo una funzione di due va- 


nabili x,y abbiamo detto al §. 25. che f dxTdy" e- 

sprime la differenza parziale ( m -t- n della stessa z presa 
m volte rapporto ad ac, ed tl volte rapporto ad y . Ora data un’ e- 
sprcssione differenziale P dx m dy" si può ricercare quella funzio- 
ne z , il cui differenziale parziale ( m -4- n ^" ma sia appunto 

Vdx" dy" , di modo che debba aversi ( ) dx m dy’ = P dx m dy n , 


, .<« -t- * V 

ovvero (— T ‘J = P. Questa funzione z si chiama 1 ’ inte- 
grale ( m h- ti ) r '""° di Vdx m dy“ preso m volte rapporto ad a: , 
ed 11 volte rapporto ad y , e si ìndica così 

z = f Y?dx m dy’ •> di modo che queste due equazioni 


( 


d 1 
dx m dj“ 



P, z dx’dy’ 


dicono in sostanza la medesima cosa -, sono due equazioni sim- 
boliche, delle quali data una, ne segue subito 1 * altra. Il dx" , 

dy' in J m " Vdx" dy’ sono due indici destinati a svanire dal 
calcolo ad integrazioni eseguite ; essi servono ad indicarci quan- 
te sono le integrazioni che debbono farsi riguardo ad a?, 0 
quante riguardo ad y . Nel nostro caso dobbiamo integrare ni 
volte rapporto alla variabile * , ed n volte rapporto alla y . 
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7 » 

Le formule, come /'” " Pdx” dy’ si chiamano Integrali 

raddoppiati , perchè dobbiamo integrare relativamente a due 

variabili; egualmente le formule, come f m 1 Pdx" dy m du ' , 

sopra le quali potrebbero farsi delle riflessioni simili a quelle 
fatte per le prime , si chiamano Integrali triplicati , peri bè 
debbono cseeniisi le integrazioni relativamente a tre variabili, 
e così di seguito . Si avverta che gl indici ed esponenti insie- 
me m , n , l debbono essere intieri : senza questo , quell’ espres- 
sioni sarebbero simboli di quantirà immaginai ie, secondo ciò che 
abbiamo dimostrato al § 1 1 4 . Se quelle quant.tà fossero nega- 
tive, allora i segni integrali appartenenti alle variabili, cui com- 
petono gli esponenti negativi , si cangerebbero in differenziali . 

§ 175. Supponiamo ora che le variabili x,y,u ec. , sia- 
no indipendenti tra loro , di modo che una non senta la varia- 
zione dell’ altra ; in seguito considereremo il caso in cui tra 
queste variabili regnino delle relazioni determinate . 

Incominciando dagli Integrali raddoppiati più semplici, pro- 
poniamoci la formula J'Vdxdy = JJ'Pdxdy , essendo I 1 una fun- 
zione qualunque di x e di y . 

Per ritrovare 1 ’ effettivo valore di f/Pdxdy conviene in- 
tegrare due volte una per rapporto ad 3: , I’ altra per rapporto 
ad y , ed è indifferente 1’ ordine da seguirsi nel fare queste in- 
tegrazioni ; si può incominciare prima dalla variabile x , ed in 
seguito integrare rapporto ad y , e viceversa ; essendo poi que- 
ste due variabili indipendenti tra loro , considereremo costante 
la y quando si integrerà rapporto ad x ; ed in seguito costante 
la x quando. si prenderà l’integrale rapporto ad y ; il furto è 
conforme alle regole di differenziazione. Incominciando d di’ in- 
tegrazione rapporto ad x , e rappresentando per M-t-C l’ in- 
tegrale /Pdx in questa ipotesi , avremo 

fj~Pdxdy = fdy /Pdx — /dy ( M C ) = /iSldy -4- /iZ dy . 

Ora sia N — j-C' l’ integrale di McZy rap[ orto ad y, c si otterrà 
Z/Pdxdy = /dy /Pdx = N C_y -f C' . 

In questa guisa avrem trovato 1 ’ integrale completo che si 
cercava . Le quantità C , C sono le dne costanti arbitrarie che 
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jwrtano 1’ integrazioni. La C, che è l’arbitraria, allorché si in- 
tegra rapporto ad x , sarà ima funzione arbitraria di tutte le 
quantità costanti cd indipendenti da x ; essa potrà dunque esse- 
re una funzione arbitraria di y , e perciò f^dy potrà rappre- 
sentarsi per una funzione arbitraria <f>(y) di y . 

Egualmente la C' , potrà essere una funzione arbitraria Y(a') 
di x , e perciò faremo generalmente J'J'Pdxdy = N -t- <p ( y ) -+• 
*(*)■ 

Saremmo giunti allo stesso risultato, iucominciaudo 1’ inte- 
grazioni dalla variabile y . 

Facciamo qualche esempio . 


Vogliasi il valore dell’ integrale • 

Incominciando ad integrare rapporto ad y , avremo 

= [dxf-*L~. 

J J xx -¥ yy J J xx yy 

Ma f — = ~ Arc tangL _u <p(x) ; dunque 


ff^Jy = /? Arc tang £ -+ *(*) H* *(yb 

Incominciando dalla variabile x , avremmo trovato 

ff^h = f dy f^iy, =/* ^ «»w f -♦(*)+» O) • 

Ecco come potrem riconoscere l’ identità di questi dne in- 
tegrali . 

Essendo Are. tang — = — — Arc. tang , indicando — 

° j Ì ° x a 

un angolo retto , ed avendosi 


Arc tang L = £ — £ -j- £ — £. h- ec. , sarà 
f d JL Arc tang > = — > *1 

J x ° x x o * 1 


25*' 


a 1 - - tv. 

49* 7 


Are. tang — = — ly — — t- - ' 

./ y ° y a J K p.r* 25* f 


JT_ 

4P* 7 


ec. ; 


Tom. III. 
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ed il primo termine di qnesto secondo membro essendo una fun- 
zione di y soltanto y potrà considerarsi come contenuto entro la 
funzione arbitraria , ed allora i due risultati sono identicamen- 
te gli stessi .. 

Quando le integrazioni ponno effettuarsi senza ricorso ad 
artifizio di trasformazione, l’identità si. manifesta da se medesima: 
per esempio : 

f f ax° y" dxdy = afdx/x”' y” dy — afdx £ !-■?_- h C j- =- 

m ■+ l » -+• I 

" > — - — {- p(*Y h- r(y\.. 

( w -H )l»"H )t 

[fax y dxdy — afdyfx’”y”dx = afdy }=' 

m -4- r i4r 

— — |— cD ( x ) ¥ ( y 1 •- 

In generale, per avere l’integrale di una differenziale par- 
ziale' Vdx m dy" , dovrem fare m integrazioni rapporto ad „v , ed 
71 rapporto ad y : è poi indifferente 1’ ordine da seguirsi in que- 
ste operazioni . Ogni volta pero che si fa un’ integrazione rap- 
porto ad' x , aggiungeremo nn’ arbitraria l'unzione di y , ed ogni 
volta che integreremo rapporto ad y , aggi ungeremo' un* arbitra- 
ria funzione- di a- -, onde terminate tutte le integrazioni , si do- 
vranno trovare - un numero jn -j- n di arbitrarie , tra le quali 
vi saranno m funzioni di x y ed n funzioni di y ■ 

Quantunque- sia facilissimo estendere queste dottrine agli; 
integrali triplicati , non ostante consideriamo la formula. 

f ’ P dxdy du , . 

Per questa conviene fare tre integrazioni , ed è indifferen- 
te cominciare da x , da y r O' da u . Quando s’ integrerà rap- 
porto ad a; dovrem considerare costanti y , ed u ; quando inte- 
greremo rapporto ad y , saranno costanti x cd u ; ed infine quan- 
do si prenderà l’integrale rapporto ad u , saranno costanti la x 
e la y . In ogni integrazione aggiungeremo uu’ arbitraria che po- 
trà esser funzione delle quantità che sono considerate costanti 
in quell’ integrazione ; così terminate tutte le integrazioni si tro- 
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vcranno nel risaltato tre arbitrarie 't'(a:,zz), F(a:,^) 

die saranno respetti vilmente funzioni delle quantità contenute 
tra le parentesi . 

Gli andamenti che possiamo seguire nel fare questa tripli- 
cata integrazione sono indicati da queste sei formule 


f‘ Vdxdy du 


Y = fdxfdyJ'Vdu ' 
j =fdxfduJ'Vdy 
j -JdufdyfVdx 
j = fdufdxfVdy 
j —fdyf dufVdx 
l =fdy/dxfVdu j 




le quali danno tutte lo stesso risultato . 

§. 176 . Nell’ integrazioni della differenziale parziale Vdxdy 
abbiali! supposte le variabili x,y indipendenti. In virtù di que- 
sta ipotesi abbiaui potuto riguardare una di queste vaiiabili co- 
me costante , allorché s’ integrava relativamente all’ altra , e sta- 
bilire che le due arbitrarie portate dall’ integrazioni , esser po- 
teano respettivamenre funzioni di x,y. 

Questa istessa indipendenza dà luogo ad una importantissi- 
ma considerazione sopra 1’ integrale duplicato ,ff Vdxdy . Otte- 
nuta la funzione F(a-,j), la quale esprime quest’integrale, 
supponiamo che esso debba essere esteso a riguardo di x sino 
ad x — b , ed a riguardo di y sino ad y = f3 senza che d* alti 'on- 
de vi sia alcuna dipendenza tra b c (2 ; basterà per questo por- 
re x = b in F ( x , y ) , ed avremo allora ffVdxdy = F ( b , fi ) . 

Ora si può giungere al medesimo tisnltato ancora in quest’ 
altra maniera: cangiata la formula ffVdxdy in fdx/Vdy * si 
cominci al solito a cercare l’ integrale dì P dy nella suppos zio- 
ne di x costante, e sia questo integrale f { x , y ) ; ci resterà 
dunque ad integrare Jf (x > y) dx nella supposizione di y co- 
stante. Estendiamo 1 ’ integrale f ( x ,y ) fino al suo termine cioè 
sino ad y = /3 ; sarà fVdy = /'( a: , <3 ) » e resterà a cercarsi il 
valore di ff{ x , f3 ) dx , che ci dafta l’ integrale richiesto, di già 
esteso sino al suo termine a riguardo di y . Essendo fi una quantità 
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costante ed indipendente da x , come era ff(x,y)dx = 
F ( ,_y ) integrando nella supposizione di y costante, così sa- 

rà /fi x,Q)dx = F ( x , p ) ; facciamovi x = 6 , ed avremo 
F ( b , fi ) per rappresentare 1’ integrale della formula esteso si- 
no al limite di x = b , y — ( 3 . 

Quindi concluderemo, che essendo le due variabili indi- 
pendenti , è lo stesso sostituire x = b , y — (3 nell’ integra- 
le duplicato f f'Pdxdy , dopo avere eseguite le due integrazio- 
ni , ovvero sostituire y = (3 dopo aver integrato rapporto ad y 
ed x — b , dopo 1’ integrazione rapporto ad x . 

Ma se le dnc variabili , y hanno tra loro una tal rela- 
zione per la quale nel fine e nel principio dell’ integrale i va- 
lori di y debbono essere determinati per quegli di x, essendo 
ivi una di queste variabili funzione dell’ altra , per esempio y 
funzione di x , allora la cosa passa assai diversamente . Integra- 
ta la formula Vdxdy prima per rapporto ad y , come se le va- 
riabili fossero indipendenti, ed ottenuta una funzione F(ar,^) -!- 
C = /P^, conviene , prima di fare la seconda integrazione , 
estendere quest’ integrale sino ai punti ove la y abbia quello 
stabilito rapporto con la x ; imperocché 1’ estensione dell’ inte- 
grale rapporto ad y dipendendo da x , dee considerarsi come 
una funzione di a - , e per conseguenza debbe influire nella se- 
conda integrazione riguardo ad x. Per questo, supponiamo che 
al principio dell’ integrale debba essere y — <p(x) , ed alla fi- 
ne y = <f> ( *■) : essendo G un’ arbitraria funzione di x , deter- 
miniamola in modo che 1* integrale abbia il principio voluto, e 
sarà C = — F(*,p(a?)), onde data la conveniente estensio- 
ne all’integrale riguardo ad y, si avrà fPdy = F( x, p'(tf)) — 
ÌF(ar,<z>(*)). 

Indichiamo questa funziona di x per v(a?), ed avremo 
j r f Vdxdy = fvxdx , che si integrerà con le regole ordinarie. 

Fendiamo per mezzo di esempj più chiara la dottrina da 
noi stabilita per gl’ integrali doppj, quando le variabili sono di- 
pendenti tra loro. 

.Abbiasi la differenziale parziale dxdy %/ ( a — * x' — • y ) 
e se ne voglia i’ integrale doppio Jfdxdy V (a — #" — y ) 
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nella snpposizione che rapporto ad y 1* integrale debba esten- 
dersi a dei confini , nei quali sia tra x ed y questa relazione 
1 1 1 
y -fr. X = a . 

Le regole ordinarie d’ integrazione ci danno ( supponen- 
do in questa prima integrazione x costante ) 

fdys/(a' — - x 3 — y' ) = -jyV( a ' — ** — /) *+ y(«’ ~ 

x ‘ 1 1 Ar. sen — -2 : avremo dunque 

1 Vl«* — **) 

Jdx/dy \/{a' — x 3 — J»* ) = f dx y \/ {a.' — ar* — 

Nell’ eseguire questa seconda integrazione riguardo ad y , con- 
viene prima estendere il primo integrale sino ad y — \/ (à 1 — 
x 3 ) : facendo dunque , prima d’ integrare > y = ^ ( aa — xx ) 
sotto il segno sommatorio , troveremo 

/dx fdys/^CL /<Lt {° -+• j ( a ‘‘ — *’ ) ■ J } = 

— /( cl — x 3 ) dx , e quindi 
4 

fdxfdy ✓( a' —• x 3 —*/) = — ( aax — ) -t- G , essendo C 

nna costante arbitraria che porta 1’ integrazione . 

Per farne un altro esempio, io osservo che l’area compre- 
sa tra 1’ ascissa , 1’ ordinata , e 1’ arco di una curva , ha gene- 
ralmente per differenziale ydx ; di modo che se rappresentere- 
mo per z una funzione delle due coordinate x,y, eguale al- 
lo spazio suddetto , si ha sempre ( ^ ) dx = ydx . 

Ora prendiamo la differenziale di quest’ equazione rappor- 
to ad v , ed avremo ( dxdy = dxdy: dunque concludere- 

' dxdy 

tuo che lo spazio compreso tra 1’ ascissa , 1’ ordinata , e 1’ ar- 
co di una curva , è nna tale funzione delle due coordinate x , 
y , che la sua differenza parziale presa per rapporto ad x e 
ad y, è eguale a dxdy, risulta di qui che lo Stesso spazio sarà 
eguale all’integrale duplicato fj dxdy , ed avremo z = //dxdy. 


Digitized by Google 



7^ matematica sublime 

li’ integrale poi rapporto ad y dovrà estendersi sino ai punti nei 
quali y ha con la variabile x la relazione data dall’ equazione 
della curva . 

Ciò premesso, proponiamoci di trovare la superficie del 
càlcolo LRIIQ , riferito ai due assi CA , GB . Sia il raggio c\ 
CF =f, FG = g coordinate del centro, CP = a;, PY = ^, 
cd estendendo I’ integrale rapporto ad y sino alla periferia , o 
trasportando il punto Y nella periferia del circolo , ivi avremo 
cc = (/—a ;) 1 -t- (g — y)*. 

C ia fjdxdy — J dxfdy — J dx ( y -f- C ) . Se dunque si 
estende quest’ integrale rapporto ad y dal punto Q al punto E , 
siccome si ha y = g — 1/ {cc — ( t — x )’ ) , e si suppone che 
questo integrale sia nullo quando y ha il minore dei due va- 
lori , si avra J'dy — y — g H- Y ( c' — (/ — x )’ ) , ove fa- 
cendo y = al maggior valore g h- V (c’ — (/— * ) : ) , otterremo 
J'dy = 2\/ (c — (./ — x )’ ) , die sarà 1 ’ integrale rapporto ad 
y esteso da un limite all’ altro . Avrem dunque 

J'fdxdy = 2 fdxs/{cc — (/— x)') — c' — (/— x) V (cc — 
(f — a- )’ ) — cc Are seri . 

Determiniamo C' in modo che l’ integrale svanisca, quan- 
do x = f — c, ed avremo alk>r 3 la superfìcie del segmento 

QER = 1 cc — (f ~ x)v (cc — (/—*)’) _ cc Are. 


seri f - — - 


Estendiamo quest’ integrale sino ad ar —f c, e si avrà, 
cc Are. se/i ~ - — — cc Are. scn 1 = — — cc , e però la su- 


• perfide ERHf) = Z. cc -4- ~ cc = rrcc , come si sà . 

In qncsto § abbiam supposto die s’ incomincino le- integra- 
zioni da y ; potriauo invero incominciare da x , e tutto sareb- 
be lo stesso . Fatta la prima integrazione rapporto ad x come 
se y fosse costante, dovrebbe in questo primo integrale sosti- 
tuirsi invece di x il suo valore dato per y, avanti di incominciarsi 
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la seconda integrazione rapporto ad y . Basti aver latta questa 
avvertenza una volta. 

§ 177. La ricerca degli integrali raddoppiati ffDdxdy ta- 
lune volte si rende molto più semplice per mezzo della trasfor- 
mazione delle variabili . 

Prendendo in vece di x una certa funzione di due nuove 
variabili t ed u , e parimente prendendo per y un’ altra funzio- 
ne delle stesse t ed u > si può sempre trasformare 1’ integrale 
doppio f J Vdxdy , in quest* altro J'J V'dtdu , nel quale P' è una 
funzione di t e di u , c 1’ integrazioni debbono .farsi relativa- 
mente a queste nuove variabili . Non si potino dare regole ge- 
nerali sopra la scelta delle funzioni da sostituirsi invece di x e 
di y ; talvolta giova rilasciare una di queste variabili , facendo 
la trasformazione a lignarde dell’altra, considerata allora come 
funzione di una nuova variabile t , e della variabile che è re- 
stata ; inson.ma tutto dipende dalla sagacità del Geometra; c pe- 
rò importantissimo dar la regola generale di questa trasformazio- 
ne , la quale non ben seguita da. taluni Geometri , li ha fatti 
cadere in gravissimi errori . 

Sia dunque da trasformarsi l’ integale duplicato f fVdxdy ; 
essendo P una funzione di r e di y : incominciamo a trasfor- 
marlo soltanto a riguardo di y supponendo che debba restare la 
x. Per questo indicando- per u un'altra variabile, riguardiamo y 

come una funzione di x e di u , di modo che sia dy = PtZx-f- OJtz : 
ora data all’integrale duplicato f/Vdxdy la forma fdxfVdy , nel 
prendere 1’ integrale fPdy conviene considerare x come co- 
stante , e perciò avremo in questa ipotesi dy — Qdu ; dunque 
f/Pdxdy — JdxfPQdu. — JfPQdudx, e così il nostro inte- 
grale duplicato dipenderà da un altro in cui le integrazioni deb- 
bono farsi rapporto ad x e ad u . Si avverta che in questo se- 
condo integrale il P è una funzione di x e di u , giacche ab- 
biamo tacitamente supposto di aver da esso eliminato y per mez- 
zo della funzione di x e di u , che gli è eguale . 

Trattiamo adesso 1* integrale duplicato f fPQdudx come ab- 
biam trattato f [Pdxdy , e supponendo x eguale ad una funzio- 
ne di iz c di t , per cui si abbia dx = R dt — s- Sdu , avremo 
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fdu/PQdx = fdu/PQRdt , poiché la supposizione di u costan- 
te nell’ integrazione fVQdx , ci da dx = Rdr, ed in conseguenza 
f fPdxdy = / fPQdudx — f fPi/Rdudt , ove si vede che 
nell’ ultimo integrale duplicato le integrazioni dovran farsi rap- 
porto ad u cd a t . 11 P è una funzione di t e di u , poiché 
dopo aver da esso eliminato y , vi si elimina la x ponendo il 
valore di questa variabile dato in t cd u ■ 

Introduciamo subito invece di * c di y due nuove varia- 
bili t ed u, tali che sia dx = Pdt — Sdu , dy = Tdt h- 
Vdu: se nell’equazione supposta qui sopra dy = Pdx Qdu 
poniamo per dx il suo valore, avremo dy = P Rdt -+■ (PS-p 
Q ) du , e perciò sarà PR = T , PS -f- Q = V , d’ onde si 

ricava P = I,lI-pQ = V,c (piindi QR == VR — ST : 
1’ integrale duplicato f fPdxdy sarà adunque ridotto a questo 
f fP VR — ST y dtdu , essendo dx = EcZf -p Sdu , dy — 
Idi — p Vdu . 

Le integrazioni dovranno farsi rapporto ad u e a t . Ese- 
guita 1’ integrazione rapporto ad una variabile u per esempio, 
converrà porre invece di u il suo valore dato per t , ed in se- 
guito far la seconda integraz : one rapporto a . f. La relazione 
tra u e t si avrà ponendo nell’ equazione tra x,y , invece di 
x e di y , i respettivi valori in t ed u . 

Saremmo anche giunti allo stesso risultato in questa guisa . 

Posto f fPdxdy — J dy/Pdx , e fatto dx = Pdt -f- Sdu , 
dy = Tdt H- Vdu, nell’ ipotesi che y sia costante quando si 
prende 1’ integrale fPdx , sarà o = Tdt -p Vdu , e perciò in 

questa istessa ipotesi du — — dt , dx = R dt — ^ dt =s 
dt { BV ~ — y , e quindi /Pdx = ~ — dt : sarà dunque 

/fPdxdy = ff™-Jlpdtd y . 
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Si 


Ora yy* BV ~ H Vdtdy — f dt J~— y — P dy, e siccome nell’in- 
tegrale f RV ~ — P dy debbe considerarsi t costante , così si a- 
vrà dy = Vdu , eil in conseguenza 

p dtdy = fdtf{ RV — ST ) Vdu = //(RV — 


ST ) P(Mb come sopra . 

Se nella trasformazione dell’integrale duplicato ffVdxdy , 
avessimo tenuto 1 ’ ordine inverso cominciando quesr’ operazione 
prima da y e poi da x , saremmo giunti a questo risultato 

f/V { ST — RV } dtdu , dal che si dedurrà che la differenza 

RV — ST debbe sempre prendersi positivamente . 

Da quanto abbiam qui sopra veduto , resta dimostrato che 
l’integrale doppio J'J'Vdxdy , ove le integrazioni debbono far- 
si relativamente ad x e ad y , si trasforma in altro , ove le 
integrazioni sono referite a due altre variabili t,u ( essendo 
tra x , y , t , u queste equazioni dx = Rdt — t- Sdu , dy = 
Tdt -4- Vdu ) se invece di dxdy poniamo r± (RV — ST ) dtdu , 
e prendiamo quel segno «che rende questa quantità positiva, quin- 
di sostituiamo in P invece di * e di y i respettivi valori da- 
ti per u e t . 

Non sia inutile osservare quanto ci saremmo allontanati 
dal vero , pretendendo di sostituire per dxdy il prodotto 

( R dt -t- Sdu ) ( Tdt -t- Vdu ) = RTdf 1 - 4 - ( RV -4. ST ) dudt -4- 
S Vdu* , che è ben diverso dalla vera quantità *= ( RV — . 
ST ) dtdu . 

* . * 

§. 1 78. Facciamo qualche esempio . * 

Sia P = 1 , abbiasi cioè 1 ’ integrale doppio f f dxdy , tra 
le cui variabili sussista quest’ equazione c 1 = ( f — x )’ H- 

U -y?- 


Tom III. li 
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Per farne la trasformazione , poniamo f — x = ~—l . , 

g — y — — ~f~~) ’ e< ^ avrcmo primieramente t — c , quin- 
di differenziando ' « 


dx = — 




dt 


— £2—3 da 

( t -+#»)- 


dv = * dt — - du : sarà dunque 

J Vi «-<-«*> 

a( EV - ST ) dtdu = H- (7 ^) - ed 

in conseguenza 

Ora nell’ ipotesi di a costante , si ha 

f * dt = — - — . — tt -, dunque facendo t = c , si avrà 

J i -t- «» i h- »« a 

/T liiitL — — c 1 f — J - - = — c 1 Are ■ tang u . 

JJ i -+ «a a / a -»-*» a 

• Riprendiamo l’ integrale doppio trattato al §. 176, ffdxdy 

• i 

(a 1 x % — y ) 3 > tra le variabili del quale regna 1’ equazio- 
ne a’ = H-/- Se facciamo * = — J 

si avrà a; 1 JV* = f* > V ( <*’ — * * — jy" ) — V' ( o. t ) » ed 
invece di dydx , la quantità ~-ì- ; dunque 

//<**# ( a x y ) JJ — 

* Faremo ulteriori considerazioni sopra l’ integrazioni di que- 
sti esempj a ^ tro luogo- 

Abbiamo detto che talvolta si può cangiare soltanto una del- 
le due variabili x,y. 

Sia proposta la differenziale parziale 
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L dxdy sj ( ^ > 

Q J v v « * H - i xy -t- c y -t- f x -t- g y -r h 


nella quale P e Q sono 


funzioni razionali ed intiere di a? e di y. Questa formula, non 
facendovi alcuna trasformazione , si ricusa a qualunque integra- 
zione , sia rapporto ad x o rapporto ad y . Per poterla integra- 
re almeno relativamente ad una variabile , facciamo 


a/ ( _ ax ' ~+ o* f* -+ g y -*• fc 

' a'x* •+ t'xy -+ e’y‘ •+fx -r g'y+h 


-, ) = t , ed il valore di ricava- 


to da quest’ equazione sarà della forma A -4- Bx -4- -y ( G -4- 
Dx -4- Ex’ ) , essendo A , B , C , D , E tante funzioni di t ■ 

Preso il valore di dy a dovere , supponendo x costante , 
non si conterrà in esso altro radicale che ^(C-f Dar -4- Ex’): 
introducendo dnnqne la variabile t invece di y nella differen- 
ziale proposta , la trasformata conterrà soltanto il radicale 
V ( C -4- Dx -4- Ex 5 ) , per il che 1* integrazione a riguardo di 
x potrà effettuarsi per mezzo degli archi di cerchio e dei lo- 
garitmi . 

§ 179- Si ponno estendere queste dottrine agli integrali tripli- 
cati ec. Infatti consideriamo 1’ integrale triplicato J ffZdxdydz , 
e supponiamo che nei limiti dell’ integrale a riguardo di z, deb- 
ba esservi nna relazione tra x,y,z che rappresenteremo per 
z = F ( x , y ) , e che in quelli a riguardo di y debba sussiste- 
re tra x eil y nn’ equazione determinata y z=zf(x). Di più 
sia Z funzione qualunque di x,.y,s. 

Diamo al nostro integrale triplicato questa forma fdxfdyx 
f7.dz\ quindi incominciando a prendere secondo le ordinarie re- 
gole d’integrazione 1’ integrale di Z dz , considerando x, y co- 
stanti , poniamo che sia fZdz=±--'¥ (x,_y,z). Sostituiscasi in 
questa funzione invece di z , F ( x , y ) , e si avrà 


fff dxdydz . Z = Jdxfdy /7,dz = fdxf V (x , y (x , y)) dy. 

Prendiamo l’integrale di ¥(x , F(x, j>)) cfy nella sup- 

posizione di x costante e questo sia 'ir ’(-x,jr); ed_ avremo po- 
nendo nell’ integrale trovato f ( x ) per y , ffJ ’Ldxdydz = 
J*\x,f(x))dx: in fine integrando quest’ ultima formula, sia 
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*)»¥"(») quest’ integrale , ed avrem trovato il dimandato va- 
lore dell’ integrale triplicato proposto . 

Volendo poi per 1’ integrale triplicato fare una trasfor- 
mazione simile a quella fatta nei duplicati : ecco come ci re- 
goleremo . 

Se si volesse cangiare una o due variabili soltanto» si a- 
vrebbero le medesime formule del §. antecedente : supponiamo 
dunque che vogliano cangiarsi tutte e tre. Siano per questo tre 
nuove variabili t , u , w , e si abbiano le tre equazioni 

dx = Vdt -4- Q du h- R cito , dy = F dt ~h Qdu h- R'tfw 

dz = P dt — l- Q' du — i* R d<jì 

per determinare X » y » z in t ,u , a . 

Essendo fffZdxdydz — J'dxfdyfZdz, osservo clic nel 

prendere l’integrale fZdz debbo considerare x ,y costanti» ov- 
vero dx — o , dy — o , e che questa supposizione mi da 

o = Vdt — {- Qdu -f- R chi » o = P dt -+• Q du -1- R tfto » da 
cui ricavo 


du 

dz 

dz 


de , du 

RQ — Mi 


tu'--Qa ’ ° 

( V" _u iv -t- p :t - rrt> (V 1 dt 
^ nt;'— « Q tu' “Q a * 

dt {P"(RQ'-RQ) -f Q' ( RT - FR ) •+ R"(FQ 


QP)>:(EQ--KQ) ; dunque indicando il coefficiente 
di dt per T , si avrà 

fZdz •= fLTdt ; e qui ndi fffZ Jzch dz = ff/ZTJxdydt . 

Abbiamo così cangiata la vaiiabiìo a. Per cangiare^, fa- 
remo ff ("ZlVdxdydt = f dx f dt J Z’Tdy : ora dovendo essere 
nell’ integrazione fZTVdy , x , t costami • ovvero dx = at = o, 
si avrà in quest’ ipotesi o *= Qdu — 1- l’dw » dy = Qdu - 4 - 

R'dw , ed in conseguenza dy — g — du ; dunque 


fZT dy = ed 


ecco ridotto il 


a.'.ìvio integrale 
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* 

triplicato a questo dtdudx , ove sono- due nuo- 

ve variabili invece di y e di z . 

Per cambiare io fine anche la x , faccio 

dtdudx =/dt/du p dx j e sic- ' 

come nell' integrazione / ~ ZT L? dx debbono considerarsi 

costanti u e t , cioè du — o » dt = o , avrò dx = RrZw , ed 
in conseguenza 

dx = . Reto — /ZT ( QR — 

QR' ) du ; dunque 

fffldxdydz =fffZ { P" ( RQ' - R'Q) h- Q"(R'P - FR ) -+■ 
R"(P'Q _ Q'p)} dtdud u : così per trasformare un inte- 
grale triplicato fffTLdxdydz in un altro simile , nel quale pe- 
rò le integrazioni debban lassi relativamente a tre nuove varia- 
bili t,u,w, che abbiano con le prime questi rapporti 

dx = P dt — H Qdu -f- Rc?w » dy = P'c It -f- Q'du -+• R'c?u) 
dz = P "dt -+• Q"du -+ R "rfu> , 

conviene invece di x ,y , z porre nella funzione Z i respettivi va- 
ioli di quelle variabili date in t , u , ur , quindi invece di dydxdz 
porre la quantità 

{ P' ( RQ' — R'Q ) -f- Q" ( R'P — PR ) h- R" ( PQ — 

Q'P ) } dtdvdu , ed in seguito far le integrazioni , come 

abbiamo qnì sopra insegnato . Ne vedremo le applicazioni al- 
lorché parleremo delle superficie curve . 
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CAP. VII. 

Integrazione dell’ Equazioni 
Differenziali . 


§. 1 80. jVj ei due Capitoli III c IV abbiamo trattate qnel- 
.X.^1 le equazioni nelle quali la funzione incogni- 
ta e le di lei differenziali non erano elevate al di là della pri- 
ma potestà . Questa condizione le ha rese meno difficili ad es- 
sere integrate di quello che siano 1’ equazioni , nelle qnali es- 
sa non ha luogo > e di cui incominciamo a parlare nel presen- 
te Capitolo . 

Un’ equazione differenziale del primo ordine è generalmen- 


te rappresentata da F(x>.y>(~)) = o, ovvero ammessa sem- 
pre possibile la risoluzione dell’ equazioni , da C—) — v (x>y) i 


essendo il serondo membro una funzione di x e di y . 

Si presentano subito due casi nei qnali essa è completamen- 
te integrabile , o almeno il di lei integrale dipende dall’ inte- 
grazione di funzioni differenziali . 

Questi sono qnando il secondo membro è una funzione del- 
la sola x, o quando esso è funzione della sola y. Nel primo 
caso infatti si ha m 

.» , * 
(^)cte = ¥(a;)cf:c, c quindi y — /> (x)dx C; e nel 

secondo — r (~) dx = dx , ovvero — = die , e quindi 
vtj) K dx' 7 YU) 


f dy == x -t- C , rappresentando C la costante arbitraria . 


Nel primo caso si trova y eguale ad una funzione di te, e nel 
secondo , a’ eguale ad una funzione di y . 
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Egualmente la formula generale che rappresenta 1’ equazio- 
ni di secondo ordine 

f 

( d ^L) — v {x ■> y ■,(?})) è completamente integrabile iu tre ca- 

dx dx 

si > cioè quando il secondo membro è funzione di x solamen- 
te , quando lo è di y , e quando lo è di ( ^ ) • 

Nel primo caso si ha 

( ) dx * = y ( x ) dx 1 y e quindi d T y = Y(x) dx ' , 

uX # • 

dy = (^)dx = f'i ( x)dx' G 

y=fv{x)dx' • 

essendo C , C' due costanti arbitrarie ; e considerando il divi- 
sore 3 contenuto entro la costante G , si ha 
y — f' Y ( * ) dx * -j-Cac-fG'. 

Nel secondo easo si ha 

(£^(S) etoBa Y U)(% c ) dx * e facendo (6 ) = p, e sosti- 
tuendo , avremo 

p ( d £) dx = pdp = 'r(y)dy , e quindi 

P * = *fv{y) dy •+ c. 

Ora quest’ nltima equazione ci darà il valore di 
P = v^e -4- zfv(y)-dy), e perciò 

= dx\/(G H- if 'r(y) dy), e quindi 

' dx 

y — f dx \/ ( C *■+• % f 'f(y)dy) -h C', essendo C , C due co- 
stanti arbitrarie . 

Nel terzo caso , facendo come sopra p = ( ^ ) , s ‘ 

( — ) sa Y(p) , perciò (^)da? = tip == Y(p) . cfjc , e quindi 
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¥(T) Jp ~ ' f * 17 ) d P — x + c • 

Supponghiaroo che , dopo avere eseguita V integraz'onc in- 
dicata in quest’ ultima equazione , si trovi p = p(x-f-C), 
essendo <p ( x -f- C ) una funzione cognita di a; -f. C , che ha 


portata la prima integrazione; s’avrà allora pdx = ) dx — 

dy = <p ( * h- C). dx , ed in conseguenza y = f <p (x -+■ 
Ci ) . dx G i essendo al solito C , G due costanti .arbitrarie. 
Ma ancora senza trovare il valore di. p espresso per x , 


ne potremo aver l’ integrale . Ottenuto infatti dx = -f— dp , 
se moltiplichiamo questa equazione per p , avremo pdx = 


dy = |Ì7) ’ ed in conse g uenza = f 7 pf) d p » y — j 4 ^ 7 . 

cosi le due variabili saranno espresse per una terza p , e 
1’ integrale completo risulterà dall’ eliminazione di p . 

Per esempio , sia da integrarsi 1’ equazione 


a 



a , la quale determina la curva » il cui ra<™io 


di curvatura è costante; se vi facciamo p — avremo 

dx — a , e quindi dx = — — - — j , dy — — . 
* .( « ■+ J>' ) a ( 1 -+ />* )» 

Integrando queste due equazioni , si trova x = A -+• -t . 

y = B -+ — , % p p ) ’ ( I tm ^ eliminando p , si ottiene ( x — 

A )’ -ì- (y — B )’ = aa , che c 1’ equazione del circolo . 

Avremmo trovato lo stesso risaltato ricavando il valore di 

p dall’ equazione x = A - r — ^ — , cd integrando in segui- 

■* 1 V(!-t -//)’ 0 0 

( . 

to pdx , onde avere il valore di y . 


0 
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L’ equazione generale del terzo ordine 
(j£) — 'f(x,y, (^ ),(£?)) è ancora essa integrabile com- 
pletamente in tre casi , cioè quando il secondo membro è una 
funzione della sola oc, della sola (£), e della sola (^); ed 

in generale 1’ equazione dell’ ordine , 

(£> = * jnc »» 

integrabile completamente in questi tre casi 

(£) = T(«), <g) - = T(g^). 


Nel primo caso, abbiamo completamente integrata 1’ equa- 
zione nel Gap. Ili; ed il di lei integrale è y =J ‘ y(x) dx" . 
Le costanti arbitrarie sono introdotte dalle n integrazioni indi- 
cate da /’ , 

Nel secondo, facciamo p = ( -4) , ed avremo 

1 dx* ~ 


(*?) dx =» dp = ¥(p)cfo; dunque —'—tip = dx , c quindi 
dp = a H- G . 

Eseguita l’ integrazione , troveremo da qnpst’ ultima eqna- 
zione.il valore di p , dato in funzione di x h- G ; sia que- 
sto valore p = p(a;-*-C),ed avremo da integrare 

( ) = <P ( ^ ) » equazione che rientra nel primo caso. 

Nel terzo caso facciamo ( ) = p , cd avremo 

(~f) — 'p(p): moltiplichiamo quest’equazione per (^- )dx-, 

sarà allora 

( 2 H £0 dx = 'V(p) ■ dp , e quindi . 

Tom m. M 
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(*E) X = 2 /'f' (p ) *+ ^ 

' dx '• • _ 

(£) sa V(C H- a/T(p)-.t(p)* 

* Eseguita l’integrazione, il secondo membro sarà una fun- 
zione 0(p) di p, ed in conseguenza avremo allora da integra- 

re 1’ equazione 

( d ’2l2) = » la quale rientra nel secondo caso qui so- 

rra "Re udiamo tutto questo più chiaro per mezzo d’ alcuni e- 


sempj . 

SU (g)(g) = «» e facendo ( £> ==pì si ha 

p ( J 2 ) dx = pdp = adx » e quindi 
p s Ì 2 /adT — t- C = 2 .ax —V* C . Sarà dunque 
( ^ ( C -h 2 ax) y ed integrando 

y=/dxfdx ( C -t- ao* )* *= /’ ( C aa* )* dx ' . 

SU (g) = (g) , e facendo (g) '= P* « ha 


(g) = P •- di 1 UÌ 


( - f - ) ( g ) = P ( ^ ) dx > ed " int£ ‘S rando 

^ y __ p* C j ovvero estraendo la radice , 


/ \ — i • <► ipoiti plicando per dx , f A 

i V d» ,; I e’ »4-Cl a 


ir -*•«)■ 


Quest’ ultima equazione integrata ci dà 

J(p4 ^ c -+/)) = * H- C', ovvero passando dal logaritmi 


ai numeri , 

p^v'CCH-p ) = e C '.e' = Be', (facendo e 
dunque \/(G-+p’) = Be P * ® perciò 


B ) ; sarà 
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C = B 1 e“ — aBe*p , ed in cdtìseguenza 

( <l’y\ _ B* >** — C __ Br' c — * 

V J x t ) aBr* a aB 

Integrando ora quest’ equazione s’ avrà 

y = — e* — — e * -+• C'ac h- C" ; ovvero mutando la forma 

a aB 

delle costanti arbitrarie , 


y — Ae h- Be * 
pleto della proposta 
A ^ B ) C ) É ■ 


H- Gc - 4 - E ; e questo sarà l’ integrale oom- 
equazione , che couterrà quattro arbitrarie 


§. 1 8 1 . ^Riprendiamo la formula dell’ equazioni differenzia- 


li del primo ordine (^) =.-*•(*, y), e diamo a quest’equa- 
zione la forma P ( ^ ) — Q = o, ciò che sarà sempre possibile . 

Se P e Q sono ambedue funzioni di x , o ambedue fun- 
zioni di y, abbiamo veduto al principio del §. antecedente i co- 
me quest’ equazione si integra completamente . Ora io osservo 
che quest’ equazione sarà anche integrabile , quando uno di quei 
due coefficienti sia funzione di x , 1’ altro essendo funzione di 
y ; almeno il di lei integrale dipenderà sempre dall’ integrazio- 
ne delle funzioni ad una sola variabile . 

Sia dunque P = Y funzione di y\ Q = X funzione di x, 
e moltiplicando tutta 1’ equazione per dx , avremo 

Y ( ~ ) dx — Xdx^== ~ o , ovvero Y dy = Xdx , e quindi 

fYdy = fXdx -i- C , essendo C la costante arbitraria , che 
porta l’integrazione, e che rende quell’integrale completo. 

Per esempio, se facciamo Y =y, X == gG-— , l’equa- 
zione da integrarsi sarà 

y(^) — i/ìx*—»') ~ 0 5 i aa ^ e s * r >^ uce a ydy = .... 

dx > c quindi fydy = y~-~— — C: effettuando 

ora le indicate integrazioni , avremo 
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•li = v / (a 1 — a' ) -4- C; e qtcst' ultima equazione sarà l’in- 
tegrale completo dimandato . 

Un’ equazione della forma Y dy — Xdx — o si chiama 
un' equazione nella quale le . variabili sono separate ; c si 
considera come integrata 1’ equazione P dy -f. Qrfa; = o , ove 
P e Q sono funzioni nello stesso tempo di a: e di y , quando' 
con qualche artifizio può ricondursi alla forma suddetta , cioè 
ad avere le variabili separate ; imperocché tutto dipende dall’ in- 
tegrazione di funzioni di una sola variabile . Questa maniera 
d' integrare 1* equazioni è chiamata il metodo della separazio- 
ne delle variabili . 

Suole anche dirsi che P integrazione di un’ equazione di- 
pende dalle quadrature , quando, avendovi separate le variabi- 
li , è ridotta all’ integrazione delle funzioni ; giacché nn inte- 
grale fXdx può sempre rappresentare lo spazio compreso tra 
1’ ascósa , 1’ ordinata , e 1’ arco di una curva . 

Non si pnò dare una regola generale per questa separazio- 
ne di variabili , nò c sempre possibile ottenerla per qualunque 
siasi equazione ; ma dipende dalla sagacità dell’ Analista a sce- 
gliere quegli artifizi che possono più facilmente condurlo all’ in- 
tegrazione dell’ equazioni di cni abbisogna . 

Noi esporremo i principali di questi artifizi , applicandoli 
a quelle classi d’ equazioni differenziali , uellc quali essi hanno 
luogo . 

In una equazione di questa forma 
VYdx = QXdy , nella quale P , X sono'^inzioni di ar, e Q, Y 
funzioni di y , si separano le variabili dividendola tutta per XY, 

e si ottiene allora ^ dx = ydy, ove le variabili sono separate. 

Quando P , Q sono funzioni omogenee di x e di y dello 
stesso numero di dimensioni , si può per una adattata sostitu- 
zione separar sempre le variabili nell’ equazione differenziale 
Ydx — Qdy ; infatti essendo P e Q funzioni omogenee delle 

stesse x ed y , e dello stesso numero di dimensioni, sarà fun- 

t zinne omogenea di nessuna dirttensione, la quale, fatto y = ux , 
diverrà fuuzione della sola u . Supponiamo dunque che questa 
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sostituzione cangi ~ in U funzione di u, di modo clic sia dy = 

UcZar : ma essendo y = ux , si ha dy = udx — xdu ; dtinqnd 
udx h- x du — IT dx : così la nostra equazione Vdx = Qt/j. si 
c trasformata in un’ altra udx — f* xdu ~ Ua’.v tra le variabili 
u ed x , nella quale possono facilmente separarsi , e si ha 

~ =s —t?_ ■ , il cui integrale è log'x = -4- CI . 

Qncst’ ultima equazione ci darà il valore di u dato per x , 
per il che conosceremo il valore di y , che è ux . 

In questa guisa 1’ equazioni omogenee potranno sempre in- 
tegrarsi , o almeno ricondursi all’ integrazione delle semplici fun- 
zioni ; ’c di questo vantaggio goderanno ancora quelle equazio- 
ni » le quali per mezzo di un’ adattata sostituzione ponno ren- 
dersi omogeuee , come sarebbe 1’ equazione 

dz -f- zzdx — , che diviene omogenea facendo z = — , 

giacché si cangia in — Q -f. — = — , ovvero xxdy = ( xx — 
- yy yy xx 

ayy ) dx . 

Facciamo qualche esempio : 

I. Vogliasi integrare 1’ equazione omogenea 

xdx -+• ydy — xdy — ydx , ovvero (a; — y) dy = ( * 

^im- 
poniamo y = ux y ed avremo udx -i- xdu = biL? dx , 

i — » 

e quindi é -~ = , il cui integrale è Ix = Ang.tangu — 

ZV ( > “+•««)*+ C , ovvero 

IxV { * -ri- uu) — C H- Ang. tangu\ e facendo u = si avrà 

l V ( x* -i- y* ) — C -+■ Ang. tang dL , che sarà il dimandato 
integrale . . 

II. Si dimandi l' integrale dell’ eqnazioue differenziale omogenea 
xdy — yd» — dx V ( xx -{ ~ yy). 

Quest’ equazione ci dà dy = dx : ponendo 

dunque y = ux , si avrà 
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xdu H- udx = ( u h- V ( I ~b uu)) dx > ovvero xdu = 
dx -J ( < H- uu ) : sarà dunque — = -77-^ — ; » di cui 1* inre- 

FX * * x v ( * -*• 88 ) 

graie e Ix = la -b l (u -b V ( 1 H* uu ) ) = la -4- . . . . 

I ( ) , ovvero lx = la -4- i i quest’ e- 

quazione, passando dai logaritmi ai numeri, si riduce a quest’ altra 


x — — — — » ovvero V ( xx -byy ) = a -4- y, ed infine 
*/[**-+ yj)-y 


xx = a"' -4- o.ay . 

La quantità a è 1 ’ arbitraria , ebe completa l’ integrale . 

Se nei coefficienti P , Q dell’ equazione omogenea P dx ~b 
Q dy = o si contenessero dei trascendenti , porrebbe anche far- 
si la riduzione superiore , purché questi atFettino funzioni di 
x,y di nessuna dimensione, onde possano diventare funzioni sol- 
tanto di u per mezzo della sostituzioue y = ux . 1 trascenden- 

y_ 

ti come l ^ (xx — , e x , An " seri — — - , cos — ec.» pon- 

x J V{ XX ■+ jy ) y 1 


no ritrovarsi in P e Q , senza che impediscano 1 ’ applicazione 
del metodo qui sopra spiegato . 

§. 182. Per ridurre ad aver le variabili separate 1 ’ equa- 
zione del primo ordine ( a -4- bx -4- cy ) dx — ( e -4- fx -4. 
gy ) dy , facciasi a -4- bx -b cy = t , c ~b fx ~b gy — u , 
ed avremo 


a: 


ex 


y — ** 

Ig- cf 


dx — —JL J fZ£é *- — , dy = — Uu ~ fd t : 
h — C J H — cf 

t - 

fatte le opportune sostituzioni nella propósta , essa diverrà 


gtdt — et du. ■= budu — fudt , ovvero 

dt ( gt -b fu) ~ du{ bn -4- et ) » la quale essendo omoge- 


nea , è della classe considerata al § antecedente.’ 

Quando bg == cf , questa riduzione uou ha luogo ; allora 
data alla nostra equazione questa forma 
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adx -H ( bx H- cy ) dx = edy -b (fx -b gy) dy t pongasi 
bx -f- cy — z , ed avremo dy = , onde fatte le op- 

portune sostituzioni , troveremo ( a — {- z ) dx = — — — ( e -f- 

yàr H- ) » ora essendo bx -h cy = z , si avrà -ig'x ~b cgy = 
.yz , ovvero cfx -t- cgy = gz i dunque 

( a h- z) ^ = - ~' i - (e -+* g ~ ) sarà 1’ equazione in cui si 

trasforma la proposta . In quest’ ultima le variabili si separano 
addirittura senza alcuno artifizio . E si potrebbe ancora rendere 
omogenea I’ equazione 

( a -H bx -b cy ) dx = ( e -+ fx -b gy ) dy in quest’ altra guisa . 

Facciasi » = r -j- A , j B > ed avremo 

( a — h bt -4- bA ~b cu -b cB ) dt = (e *4- ft — t- fA gu — t- 

o'B ) du , la quale diverrà (bt ~b cu) dt — (ft -bgu) dut 
se determineremo le costanti A , B permezzo delle due equazioni 
a -t- bA — t- cB — o , c — i-_fA -t- gB' — o . 

Consideriamo ora 1 ’ equazione dy -b Pydx — Qdy , nella 
qnnle P , Q sono funzioni della x : per questo noi abbiamo as- 
segnato l’ integralo di essa al §. 125 , pure lo ricercheremo di 
nuovo per mezzo della separazione delle variabili . 

Per separar le variabili nell’ equazione dy -b P ydy = Q dx 

cerchiamo quella funzione X di x che facendo y = Xu nell’ e- 
qnazione * le variabili possano* separarsi . Fatta- una tal sostitu- 
zione , si ottiene Xdu «4- udX. = Qdx , equazione , la quale 

~b P Xudx 

ammette la separazione se sarà dX -*■ PXtfcc = o , ovvero 
= — Pt£x , e quindi 

ZX = — fVdx , X = e : prendendo. dunque per * que- 
sta funzione, 1 ’ equazione proposta si trasformerà in Xdu=Qdx t 
la quale ci darà > * 
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74 = = f c tdx Qdx , ed in fine . 

y => X« = e r?dx f e ?ix Qdx , ovvero 

y ~ e ^ ?dx (C-f fe* d * QeZ* } , essendo C la costante ar- 
bitraria che completa l’ integrale . Facciamo qualche esempio . 
Sia 1* equazione da integrarsi 

( 1 — xx ) dy xydx — adx ■ Paragonata questa con 1’ e- 
qnazione generale qui sopra trattata , abbiamo 

P = — , Q = , e perciò 


fVdx = — l\f ( 1 — xx ) , J tdx = __i__ ; dunque 

y — V( 1 — xx ) . f C -t- r — ix - j ~l = V (*—**) {C -i- 

l • J (\-XX)*S 

j. , ovvero y = ax h- <V( I — ara;) . 

Sia ancora 1’ equazione dy — — " ~..L x dx , ed 

1 2» — 1 ) x a* — 1 7 

avremo 


P * 

’2m — 


t • t » Q = ^7 * » q° indi 


— ftdx 


4 » - 4 


= **" ' > f e ?ix Qdx — — x 2 * ‘ , ed in 


4» — 4 . 


Anche 1* equazione differenziale 


conseguenza 


21 — I 1 j 

ovvero y = ex -+ — x . 

4 


cfy -f- P^tfar = O y * ' dx , essendo P , Q , come sopra , am- 
mette la separazióne delle variabili per mezzo di una semplice 
trasformazione ; infatti facendo ■— = z , si ha ^ ^ , c 
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quindi ridotta 1* equazione a ^ H- Vdx — Qy'dx , e fatte in 
essa le opportune sostituzioni , si trova 

— il — “ * ovvero dz — nVzdx — — nQcfat; e 

tt% S 

quest’ ultima equazione > è della forma di quella da noi integra- 
ta ; si ha quindi 


s = _ e’ A " {C -4- e— r,J ’Qdx} = ± . 

I casi che- noi abbiamo trattati , sono i soli dotati di qual- 
che generalità , i quali ammettano la separazione delle variabi- 
li . Noi daremo qui la riduzione di alcune altre equazioni , on- 
de addestrare in qualche modo i nostri Lettori a questo meto- 
do d’ integrazione . 

Per separare le variabili nell’ equazione differenziale 
aydx -4- bxdy -t- x w y‘ ( gydx hxdy ) = o > 
incomincio a dividere tntta 1’ equazione per xy , ed ottengo 


‘Jì -4, Hi h- x m y m ( h- — ) = o . 

x y ^ ' X y * 


Facciasi ora x* y — t , x 8 y 
do i logaritmi e differenziando > 

ntlx . irly __ Jt gjx ^ hdy __ du 

x jr t x y a 


— u , e si avrà , prenden- 


» 


per il che la nostra equazione diverrà 


y -r x" y* . i~ = o . Le due supposizioni ci danno 

eh bh li fi hi * i» t th — gi h —i 

x y .= t , * y = u , d onde * = t . u ; e 

. i°—ah g — » 

nella stessa guisa y = t . u 


1— -zzi 

ah — ni ah — gb 


: in conseguenza 

—g 


. — mi — ko ah — ti ah — gb * j* 

w = t . u , y — u . t , e quindi 
Tom. III. N 
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rih — gii en — bm 

x m y" = t * h . u ah ~ tg : fatte dunque le opportune sostitu- 

zioni nell’ equazione 


rff 


« • du • 

te y . — = o> si avra ^ 


m h — an — bm 

de # .ah—gb «fc— Jb du 

*• .11 . — 

/ u 

*n — ^ ^ 

.uh—gb j. . ah — gb 

gn — »#Ji 4 v — bm 

t “ k—gb _ u <ih — gb , 


q , che si riduce .1 


du = 0 , di cui l’integrale completo è 


g» — hm alt — btm 

Quest’ integrale è effettivamente quello della proposta se 

. c * b e h 

vi facciamo t = x y ■ . u = x y . 

Proponiamoci 1’ equazione 

ydy -k dy ( a -+• Hx h- nxx ) — ydx ( c H- nx ) per sepa- 
rarne le variabili . 

Quest’ equazione si riduce a quest’ altra 
dy =s= yz^aL ,- ' ^ u * cro tenta Questa sostituzione , 

— == u , ovvero y = £<£±*L±*»> , la quale feli- 
ceraenre riesce ; imperocché si ha 


dv = uda , ovvero il = — = fr * ora differen- 

y y *-+bx-buxx 

ziando logaritmicamente il valore di y , si trova 
il = * -{, ^*(*jì**Q fiJx-j, ^ UD q UC ] a uos tra equazio- 

ne diverrà 

ÌH ~u i* Ì i ’ ¥ V , *.ì ni * ~ Ja — <!*( <■■+ «*-•') ] a q Ua ]e si ridn- 

« d -+ b x -+ uxx t ■+ HX — R a -t- i t -b'xxx 

ce a quest’ altra 
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i* (f ■+ »Jt) — muJ x ___ Jx(c — t — iix — u) ovvero 
«LCH-**— *) s-¥tx-i- 0 xx 


du[c •+ nx) 

-+ «* — • ) 


ix ^ xt •+ ce — le •+ ( t — ■ 2e ) 0 H- 
kx -*■ vxx ) 


equazione 


che 


moltiplicata per c —t* nx — u » ammette subito la separazione 
delle variabili , e diviene 


' _ = ~ , 1’ integra- 

4 0 H- kx H- nxx ) ( e -+ XX ) *(.»« -4- ec — kc -+ 1 k — ic ) u H- 00 ) 0 

le della ^juale si ottiene per mezzo dei logaritmi e degli archi 
<li circolo . 

Prendiamo a separare le variabili ancher da quest’ equazione 


(y — x) dy =s " Jx y - * » ^uale contiene una dop- 
pia irrazionalità . 


Facciamo y =• — — — , e sarà y — * = — »(!-*• **) 

J I - 4 - xu 1 J l + n 

1 vv (IH-** )(I 4 W) ' dx( t -t- 00) — i m ( I -I- xx ) , ^ 

(IH-lrj 1 * * (IH-»*)* 

tuiti questi valori nell’ equazione , diverrà 

— ndx ( 1 h- uu ) -+’ udu (ih* xx ) — ndx ( i •+ uu ) V ( i -i - aw ) , 

nella quale si vede a colpo d’ occhio che le variabili ponno 
separarsi , e si ottiene 

ix ^ 0J0 

IH-jr* ( I -*• ««) (» V( I •+»* ) H- 0 ) * 

§. 183. Andiamo adesso a parlare della separazione delle 
variabili nella celebre equazione 

dy h* yydx — ax m dx . 

Questa è conosciuta sotto il nome di equazione Biccatia* 
na , perchè il Conte Iacopo l' iccati è stato il primo che ne ab- 
bia cercata la separazione delle variabili , ed abbia assegnati i 
casi , nei quali questa separazione succede . 

In primo luogo la separazione delle variabili succede quan- 
do o: allora infatti 1’ equazione diviene * 
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dy -f. yydx = adx » ovvero — — dx. Tutto dunque si ri- 
duce a ricondurre per mezzo di sostiiuzioui 1 ’ equazione del Ric- 
cati a questo primo caso .. 

Poniamo y = , e si avrà. — bdz -j» bbdx — ax’zzdx , 

che diverrà della medesima forma della proposta ,, se faremo 
x = t , onde sia x dx — , e 


dx — - 


i 


m •+ I 

Essendo b 


b = — , e 

m -¥ i 


— , e sarà, bdz = -~r f tfr • 

1 r»-+ 1 . « -r 1 

una costante indeterminata » supponiamo' 
quest’ ultima trasformata diverrà: 


tu H* I . , 

dz -t- zzdt = — — s £ ; dal che si ricava r che se 

(»»-+• I ) 

1’ equazione proposta ammette la separazione delle variabili nel 
caso- di m = n » 1’ ammetterà anche nel caso 1 di m — —rr % 

0 f% — T* l 

Polliamo' v = — *- , e si avrà. 

^ X XX 



Jz 

XX 


*zdt 


r 


yydx = 


rfr 

xx 


2tJx 

~v ,r 


, e quindi sostituendo» 


— — H- =s ax’dx r ovvero 

x x x 4 

dz — = — ax m ~^ 2 dx- Facciasi ora x = — , e si ot- 

XX * 

terrà dz -4- zzdt — at~ m * dt , la quale essendo simile alla 
proposta i ci dice - che se la separazione succede quando' m = 
n * succederà anche quando m. == — n — 4 . Dunque da un 

caso 772 = Tl ne ricaviamo dne , m — , e 772 = — tz — 4 • 

• -ri • 
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Ora la separazione delle variabili si pnò fare quando m = o; 
dunque quelle due formule impiegate alternativamente ci daran- 
no quest' altri casi di separazione . 

' g. « g 

772 — — 4 ; in — — ; 77 z — — nz = — ~ ; m 

13 _ 12 . 

■ ” — * { 77 T • — • ’ — i CC* 

5 Z 

Tutti questi casi son compresi nella formula = 
iu cui i rappresenta un numero intiero e positivo . 

Se dunque sarà m = » ovvero m — l’equazione 

dy -4- yydx = ax’dx si ridurrà per mezzo delle successive so- 
stituzioni finalmente alla forma 

du >4- uudr = edv r la. di cui separazione è manifesta ; infatti 
se sarà m — — , l r equazione 

it -t- 1 

dy — j- yydx = ax”dx , per mezzo - delle - sostituzioni 
r 

x = t m ‘ , v = *- — si riduce a questa 

tfz -4- zzeff — f’cfr, essendo /r= j^,edin conseguenza 

w — 7 ■»’ , il qual caso deve considerarsi di un grado inferio- 
re del primo • 

Se noi sarà m = — r allora si faranno queste due so- 

* 2# — l 

stituzioni ìc = y ed_y = i — ~ i ovvero - y — t ttz > 

e l r equazione proposta si ridurrà a qnest’ altra dz -4- zzdt = 
at”d!f , nella quale 

n — ~ 4 1 ■ — 1 ) — , jiALÌULL , il qual caso è anche inferiore di 
2i — i a ( ì — t ) •+ 1 ^ 

nn grado . v 
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Tatti questi casi dnnqne , nei quali 1’ equazione del fic- 
cati è separabile, danno per m dei numeri negativi contenuti tra 
i limiti o , e — 4 » e se i diviene infinito , si ha il caso m = 
— a , nel quale 1’ equazione è separabile : infatti 1’ equazione 

dy -b yydx — ~ diviene omogenea , facendo y == ~ . 

Anche 1* equazione più generale 

dy Ayyt^dt = B t~ dt , si riduce alla forma di quella qui 
6opra considerata; imperocché se si fa 


^ • fi -4* | m . 

At dt = dx , si avrà A t =(/t+i)a?,c quindi 

f i • . 

t = (^-—-1) onde sostituendo, 1' equazione diverrà 

* *f 1 — M 

cfy -4- yydx — Il ( £~I . — 1 — a/* 1 dx , che è della for- 

ma di quella del Riccati. 

Questa riduzione non ha luogo quando ft = — i ; così 
T equazione 

dy -t- — ■ — — = Bf dt non può ridarsi all* equazione Riccatiana. 

Terminiamo di parlare della separazione delle variabili col 
dare un esempio , nel quale essa si ottiene riportando le varia- 
bili alle quantità angolari . Sia proposta 1’ equazione 

( i -byy)\f ( i -byy)dx = n{y — x)dy V ( i H- tt). Facciamo 

y = tang p , x = tang w , ed avremo dy = , 


dx = ~ d — t , V( i ~b yy) — — » 


V ( i -h xx ) = - — , e 

' # • rat uì 


j, _ ar = -- 


sen ( p — w ) 


c©/ <p co/ u> 


sarà dunque 


• * . . J , ovvero 

C9S <f>’ COJ di’ tot p (■« a f«J M r« 

tZeo = ncZp sen {p — co ) = dp — {tip — du ) , e quindi 
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dp (i — n sen ( p — w ) = dp — (fu , dp = — 

Poniamo p — «o = v , e sarà p = f — > etl « = 

— — . Y ; si avranno dunque le variabili x , y e- 

l —a sta('f-u) 1 

spresse per una terza ¥,61’ eliminazione di questa ci darà 
1’ integrale completo della proposta . 

§. 184. Lasciato il metodo della separazione delle variabi- 
li , il quale non ba d’ altronde maggiore estensione di quella , 
che gli abbiamo dato qnì sopra > andiamo ad esporre altre dot- 
trine d’ integrazione . 

Abbiamo detto che la forma generale d’ nn’ equazione dif- 
ferenziale del piimo ordine è Y ( x , y , p ) = o , nella quale 
il primo membro rappresenta una funzione qualunque di x,y 

e p > essendo p = ( ).. Proposta dunque quest’ equazione da 

integrarsi , si cominceù dal ritrovare il valore di p in x ed 
y per mezzo delle regole che 1 ’ Algebra Elementare ci som- 
ministra onde risolvere 1’ equazioni , c supponiamo che questo 

sia p = (j?) =3 , indicando per P,Q due funzioni cogni- 

te di x e di y : si avrà dunque da integrare l’equazione (&) = 
^ , ovvero \ 

Q(^) = P, ovvero, Q( 4 pdac = Pdx , ovvero 

Qdy == Prf.v , ovvero Qdy — P dx — o . 

Vuoisi pertanto trovare un’ equazione fra x , y , ed una 
costante arbitraria tale , che differenziata ed eliminata la costan- 
te arbitraria ( §. 86 ) si ottenga 1’ equazione 

Qdy — PJa? = 0 . 

Ora supponiamo per semplicità di calcolo , che ambedne 
i termini del primo membro dell’ equazione differenziale siano 
positivi , e si avrà Qdy -+■ Pdx = o . 
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Incominciamo dall’ esaminare se Qdy -4- Ptir può essere 
la differenziale esatta di una funzione <P(x,y) divedi y t 
ciò che si farà osservando ( 2? ) se quest’ equazione 

) — (^) è identica. Quando ciò non succeda, è questo un 

coutrassegno che la quantità differenziale Q dy *4- Vdx non può 
nascere dalla differenziazione di una funzione di * e di y ; uè 
per questo l’equazione può dirsi non integrabile assolutamente; 
poiché talvolta potremo per mezzo di alcune riduzioni delle quali 
parleremo in seguito , ottenerne l’ integrazione . 


Sa (~^) = (“) un’equazione identica; esisterà dunque 


una funzione F ( x , y ) , il cui differenziale, sarà P dx -4- Qdy, 
c perciò P ( x , y ) — C costante arbitraria , sarà 1 * integrale com- 
pleto della proposta equazione . 

Tutta la difficoltà è ridotta dunque a trovare effettivamen- 
te il valore *dì F (*,>)• 

Per questo supponiamo in generale che sia F(a?,.y) = 
$ -f. X -4- Y , essendo 4 > una funzione- di * e di y , nella qua- 
le non sia alcun termine che non contenga nel tempo stesso x 
ed y ; X una funzione della sola x , ed Y della sola y . L’ in- 
tegrale allora della proposta sarà <J> -4- X -4- Y = C . Diffe- 
renziamo quest’ equazione , ed avremo 


{(2) ■+ (f)}** •+ {(£> n- <£>}*- = ». 

e paragonata con la proposta ci darà 


(") ■+ (£) = p. (") -+ (?) = Q. « 


® -4. X = fVdx , <I> -4- Y = f Qdy ; sarà dunque 


F ( x ,y ) = fPdx h- Y , ovvero F ( x ,y ) = / Qdy -t- X . 

Se sottragghiamo tra loro queste due equazioni , avremo 
fQdy — fVdx = Y — X ; e quando 1 ’ equazione sarà inte- 
grabile la quantità fQdy — fVdx, si distinguerà in due par- 
ti di cui una è soltanto’ funzione di x, l’altra di y : queste 
due parti ci daranno i valori di X e di Y. JVIa senza ricercare 
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tatti e due i valori di X ed Y , basta averne ano . Per trova- 
re per esempio X , osserveremo che dovendo essere 

(g) = P — f{S)dy, c quindi 
X=/d»{P_/(S)d,}; ■ • 

c se avessimo voluto trovare Y , avremmo avuto 
Y = / dy { Q — /'( ^ ) dx } ; mentre 1 ’ equazione è integra- 
bile senza nessuna riduzione ; le quantità 

V-nf,)dy, Q-/(g)d* 

sono funzioni , la prima di te e la seconda di y soltanto . 

§. 185. Ecco dunque la regola per integrare 1 * equazione 
Vdx Qdy = o integrabile per se medesima. 

„ Si cerchi 1’ integrale /Vdx presa per costante y , in se- 
„ guito si differenzi qnesto integrale preso per variabile solcati- 

„ to y , affinchè si abbia il valore di /{^~)dx\ allora Q — 

5» f(--)dx sarà una funzione della sola y , e facendo 

J v dy 1 

„ Y = fdy { Q — /(^) dx } , sarà /Vdx Y=C costan- 

„ te , T integrale richiesto „ . 

Si avrebbe una regola simile se si volesse incominciare 1 * in- 
tegrazione dalla y : rendiamo più chiara questa Teorìa con qual- 
che esempio . 

I. Sia proposta 1 * equazione 
dx fix = 

in questa equazione essendo P = ax h- fiy -+• y, 

Q = /2 tc H- H- £ > si ha 


Tom. III. 


O 



' matematica sublimi 


ioti 

(J) = (2, (g) = j3, c perciò (~) = (g) è un’equazione 

identica , e quindi la proposta è integrabile da se medesima . 
L’ integrale secondo la regola precedente è 

fVdx Y = C . Ora J'Vdx = ^ H- fty* H- y* » ed 

Y =/dy ( p* -+ Ìy -+• « — /0d* > = /dy ( -w 0 » 

Y = ^- -t- «J''! dunque si avrà 

— -h Py x ”** 7 X *~ : * ” O' — 

2 J 

per esprimere 1* integrale cercato . . . 

Saremmo giunti precisamente allo stesso risultato incomin- 
ciando 1’ integrazioni dalla y . 

II. Anche 1’ equazione . 


àj __ **} —yd* • ovvero 

y y -J i *X -+ 33 ) 

i* l. ù. ( i - 

V 1 xx •+ yy ) y V ( ** 


yy ) 


) ==o 


è integrabile da se medesima: infatti essendo P ^ ^ xx yj y ì 


0 = 2- si ha (£) 

»• x zVi**—yjy Vrfjl 


•c 

—3 


. —3 

A 

(**-*-«)* 


e (£) = 


-il e perciò (f) = (g) 


{xx-+yy)~ 

Per averne 1’ integrale , io osservo che 
fVdx = l ( x -i- V ( xx -+ yy ) ) ; dunque 


, e perciò 


rt iV \ V( *■* -+ yy)—* — , JL * 

— J</(xx-*yy) y yi/{**-+yy.) 

y — /{Q — J'{j)dx} dy‘— o; si avrà infino 

l ( x V ( xx h- yy ) ) = C per il cercato integrale 

III Prendiamo per un altro esempio 1’ equazione 
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( a?* -4- y' — a )dy -i- {a a xy -+• x z ) clx — o : 

in questa (j) — a.r, (~?) = a»: essa è dunque integrabile 

da se medesima . 

Nel caso presente si ha fPdx — a\x -4- x z y -4- ~ a;’ , e 

<3 

f(~)dx — xx , Y = fdy{y 1 — a 1 ) == y > 5 — acy ; dun- 

qne I’ integrale sarà 


a'x H- x'y — — .v 5 -+■ I y* — aay — C . 

•3 3 

iSf» Quandi» ]’ equazione Vdx — t- Qdy — o non è in- 
itegrabile ila se medesima , taluna volta lo diviene per mezzo di 
un moltiplicatine , col quale si moltiplichino i due suoi 'mem- 
bri. Così per esempio l’equazione semplicissima ydx — xdy = o» 


la quale non è per se medesima integrabile, perchè (—) = ■!, 

•y 

= — i , lo diventa moltiplicandola tutta per -b ; allora 
infatti essa si cangia in = o , il cui integrale comple- 


to è * = C . 

y 

Egualmente che per la separazione delle variabili , non si 
Jia un metodo diretto, onde trovare 1’ idoneo fattore che renda 
integrabile una data equazione : così le dottrine che riguardano 
tutta questa indagine, sono assai limitate, ed i Geometri in que- 
sta ricerca non han fatto quasi nn sol passo al di là del ter- 
mine cui giunse Eulero . 

Intanto si può dimostrare quest’ interessantissimo Teorema: 
„ Per ogni equazione TcCt -4- Qdy = o o più semplicemente 
,, dy H- Utfx* — o non integrabile da se medesima, esiste sero- 
„ pre una quantità , per cui moltiplicata 1’ equazione diviene 
„ essa integrabile „ . 

Infatti sia f(x,y) = C 1* integrale dell’ equazione dy -f- 
Jxdx = o, e si avrà {y x ) dx -4- ( — ) dy = o, ovvero 
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ico 


<£> 


ify — r fifa? = o . 

c r ) 

Siccome la costante C è svanita, così quest’ equazione dovrà 
essere identica con la proposta , ed avremo 1’ equazione identici 

(£) 

dy -f- Rrfx = dy h- — dx , e perciò 

(?) 

<!)(«& H- II*: )*=(£)<&’ 


ly t ) dx — d f{ »»/); dan- 


que la proposta dy -t- Rd.v = o moltiplicata per (-a) è una 
differenziale esatta . 

Per trovare direttamente questo moltiplicatore converrebbe 
integrare , se non completamente , almeno particolarmente un’ e- 
quazione a differenze parziali del primo ordine , ciò che ordi- 
nariamente sarebbe di una difficoltà eguale e forse maggiore di 
quella che porta 1* integrazione della proposta per altre vie i 

Sia 2 il moltiplicatore che si ricerca , e 1’ equazione 
zdy h- Rzd* = o dovrà essere integrabile da se medesima ; 

dunque (^) = R(~) *+ s (^) dovrà essere un’ equazione 

identica : sarà pertanto il moltiplicatore z dato da un* equazio- 
ne a differenze parziali come abbiam detto qui sopra. 

Siccome 1’ integrale completo di un’ equazione a differen- 
ze parziali del primo ordine contiene una funzione arbitraria , 
così se si potesse integrare 1’ equazione che ci dà il valore di 
2 > si ritroverebbe in esso una funzione arbitraria , e col dare 
diverse forme ad essa , si avrebbero un’ infinità di moltiplicato- 
ri , ciascun dei quali renderebbe integrabile 1’ equazione diffe- 
renziale . 

Ma senza passare per P integrazione dell 1 equazione a dif- 
ferenze parziali , è facile vedere che conosciuto con qualche 
artifizio analitico > un moltiplicatore , se ne potranno da esso 

dedurre altri infiniti; infatti essendo (^) quel moltiplicatore» 
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ancora la quantità Y (/)(;^)> nella quale Y (/) rappresenta 

nna qualunque funzione di jf, sarà un fattore, per il quale mol- 
tiplicata la proposta , diviene integrabile j imperocché si avrà 

Y ( f ) . (^) f dy — t- RtZx }• = Y ( f ) . df, il secondo membro 
della quale equazione è sempre una differenziale esatta . Que- 
sta formula Y rappresenta la serie di tutti i moltipli- 

catori della proposta ; e si ha ciascuno di essi , dando un valo- 
re particolare alla funzione y ( f ) . * 

Per esempio cerchiamo tutti i moltiplicatori , i quali ren- 
dono la formula aydx -I- bxdy , ovvero 1’ equazione aydx -f- 
bxdy = o integrabile . 

Il primo moltiplicatore , il quale si manifesta subito , è 

— , e per esso moltiplicata P equazione proposta , si ha — 

ÌÉl = o , e quindi alx — h bly =* C , ovvero lx“ y b = C fi 

1’ integrale completo. Dunque una funzione qualunque f ( x* y ) 

moltiplicata per l’ idoneo fattore T , ci darà la formula ~ /'(#*/ )> 

la quale rappresenta tutti i moltiplicatori possibili di quella e- 
qnazione . 

Il moltiplicatore che rende integrabile da se medesima P e- 
quazione 

aydx bxdy = x m y . ( gydx -4- hxdy ) , 

si ottiene per mezzo della considerazione dei moltiplicatori , i 
quali separatamente rendono integrabili le formule che compon- 
gono i di lei due membri in questa guisa . 

. Tutti i moltiplicatori , i quali rendono integrabile il pri- 
mo membro , sono contennti nella formula - f ( x“ y b ) . Il pri- 
mo moltiplicatore che rende integrabile il secondo membro è 

* 

r 
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- * «-T T * e c i dà fy -p. — il cui integrale è l{o^y h ): que- 

a"' y 

sto moltiplicatore ci somministra la formula f (x S y ) 

* 3 

per rappresentare tutti i moltiplicatori di quel secondo membro: 
ora vediamo di rendere eguali quei due moltiplicatori . Per que- 
sto prendiamo le potenze invece delle funzioni , facciamo 


/(*'/) 


p.a ftb 

x y , 


y* r £ h % *£ ’A 

J (* y ) = oc y , 


e determineremo n , r in modo che sia 


1 

47 


uS uh 

X y 


l ’g ’h 

— : x y , ovvero 

r»H- I n -+ I 
* 3 


fa — l fi — I 

a? 


»£ — m — I il — ■ — I . v 

x y , e si avra 


ft a ■= vg * — m , pò = r/t — « , e quindi 
„ _ 4?_r J? , = ""ri? ; 1’ idoneo moltiplicatore sarà allora 

ah •— bg ah — ^ 


a;’ 4 ’/* * = x’ s m ' y h " 1 , per il quale moltiplicando 

la proposta , otterremo 

ot t ~'y" i ' (aydx -f- bxdy) = x’ B ' y h ' (gydx -4- kxdy), 

ove ciascun membro è integrabile da se medesimo . 

L’ integrale della proposta è dunque 


i 


f ie fi 

x y 


’g 

x y 


— 1- C . 


Quest’ integrale combina con quello trovato sopra ( 182 ). 

$ 187. Dell’ equazioni , per le quali si può ottenere la se- 
parazione delle variabili » facilmente si trova il moltiplicatore : 
infatti sia P dx -t- Qdy — o un’ equazione differenziale , la 
quale per una certa tal qual sostituzione di due altre variabili 
t ed u invece di x ed y , divenga separabile : supponiamo che 
fa f ta questa sostituzione , si abbia Pdx -i- Qdy — Il dt -+■ Sdif , 
e che in questa formula I \dt -*• Sdii per mezzo della divisione 
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per V, il che ci dà , si ritrovino le variabili separa- 

te , sarà allora una funzione della sola t , ed ^ una funzio- 
ne della sola u . Essendo dunque la formula Rdt ^ SJ - integrabi- 
le da se medesima , sarà ancora integrabile a d essa c- 

gnale , purché in V si ripongano le variabili x , y . Potremo 
pertanto per mezzo della separazione delle variabili nell’ equa- 
zione P dx -t- Qdy = o, venire in cognizione del fattore - 1 , 

per il quale moltiplicata, diviene essa integrabile da se medesima . 

L’ equazioni omogenee si possono sempre ridurre tali , che 
le variabili vi siano separate ( 1 8 1 ): di questa classe dunque 
d’equazioni facilmente se ne potrà trovare il moltiplicatore; 
infarti sia Vdx -4- Qdy — o un’ equazione proposta nella qua- 
le P e Q siano funzioni omogeneo di n dimensioni delle va- 
riabili x.,y: facciamo y = ux , e supponiamo che questa so- 
stituzione ci dia P = x n U , Q = x" V , essendo U c V due 
funzioni soltanto di u . Ora quella supposizione ci dà dy = 
udx -4- xdu i dunque • 

P dx -q- Qdy =' x" Udx -4- x*Vudx -4. x'Vxdu , ovvero 
Vdx -t- Qdy = x" ( U -4- y u ) dx x" h ' Xdu : 

f$ —f. | 

ma questa formula divisa per x (Uh- Vrz) diviene integra- 
bile ; dunque anche 1 ’ altra Vdx -4- Qdy Io diverrà , se la di- 
videremo per ar" ^ ‘ ( U 4- Vu) = Px -4- Qy : sarà dunque 
— -- b — il moltiplicatore idoneo dell’ equazione omogenea Vdx -4* 
Qdy = o, e la formula = o sarà sempre integrabi- 

le da se medesima . Il di lei integrale poi si troverà con la re- 
gola del §. 185, 
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Sarebbe desiderabile che si potesse avere un metodo diret- 
to per trovare i moltiplicatori i quali rendono integrabili 1’ e- 
quazioni differenziali : ina per adesso alcun Geometra non ha po- 
tuto riuscire in una sì importante ricerca. Tntto si riduce a ten- 
tare alcune moltiplicazioni, che possono essere giudicate le più 
adattate . 

Ci tratterremo a trovare in alcuni esempj il moltiplicatore 
dcdncendolo dal Ja separazione delle variabili , e ciò ad unico 
oggetto d’ addestrare i nostri Lettori in questi calcoli ; del re- 
sto quando di una data equazione se ne è ottenuta la separa- 
zione delle variabili , è allora ridotta all’ integrazione delle sem- 
plici funzioni , e quindi è inutile il ricercarne il moltiplicatore. 
Esempio I Assegnare l’idoneo moltiplicatore per l’equazione 

dx ( ax — i- py -I- y )•— f- dy ( Sx — t- ty £ ) = o . 

Facciamo primieramente 

ax -t- (2y h- 7 = r, Sx -f- ty -p f = s , ed in conseguenza 

«dx -f. (ìdy = dr , Sdx h- tdy = ds . Sarà allora 

dx = — - r - ~ ,g — , dy = — , c la nostra equazione , trala- 

sciando il denominatore perchè costante, si cangcrk in quest’ altra 
irdr — (ìrds — i- asds — Ssdr == o , la quale essendo omoge- 
nea diviene integrabile dividendola per 

err — }- ( P H- $ ) rs —H «ss : il moltiplicatore dunque «Iella no- 
stra proposta equazione sarà ^ ^ . .. ^ = 

— -1 — r— , nel quale converrebbe porre per r e per 

s i respcttivi valori in x ed y . 

Esempio IL Cerchiamo il moltiplicatore dell’ equazione 

dy -t- yydx — ~ = o , 

Facciasi x = -L, ed a causa di dx = — —, la nostra 

* tt 

formula diverrà 
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dy VL d L — attdt = o . Poniamo in quest’ ultima equazione 

y = t — ttz i e diverrà — Tt ( dz — t- zzdt — adt ) — o , 
la quale divisa per tt ( zz — a), resta separata : la nostra e- 

quazione dunque divisa per tt ( zz — a ) = £ = 

( t — xy ) s — JL diviene intestabile; sarà pertanto il ricerca- 
to moltiplicatore ^ ^ -li -—— , e l’equazione in conseguenza 
*' J yz = o sarà integrabile da se medesima . Per i- 

»* 1 1 — X] — sxx J 

vere quest’ integrale si rignnrdi , secondo la regola del §. 185, 
x come costante , e si otterrà integrando riguardo ad y 

» j yCr-^I-n-V; x esseni]o X una funzione di x . 

— * ( I — xy ) 

Per trovare il valore di questa funzione si differenzi, di 
nnovo , c si avrà 

dX == -fi??*.-''*- , onde 

XX l I — xy )* — a x* ( I — xy f — axx 

(IX ** » dx -•dx-ì x’jJx ^- xxdx _ rfr C J X = 

* 4 ( 1 — xy )* — axx jcx y x 

1’ equazione integrale sarà dunque 

j <Ja -4- x ( I — xy ) __ 3y/j ^ Q 
V« — x C J — *ì ) * 

§ 1 88. Può essere ancora di qualche utilità , assegnata la 
forma di nn moltiplicatore , il ricercare quali sono quell’ equa- 
zioni , che in virtù di esso divengono integrabili per se mede- 
sime : per quanto nello staro attuale dell’ Analisi quest’ indagi- 
ne non sia di grande importanza , pure ce ne occuperemo al- 
cun poco perchè lo può forse divenire . Quante dottrine giudi- 
care sterili , hanno in seguito somministrato ad altri Geometri 
dei metodi fecondissimi di Scopette Analitiche! 

Abbiamo detto al § 186, che se z rappresenta uno dei 
fattori , che rende integrabile per se medesima 1’ equazione 

Tom. III. P 
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edtf — i- $dy — o ( scrivo così 1" equazione del primo ordine r 
piuttosto clic dy — f- Rtfa; = o , perchè mi servirò in, altio si- 
gnificato della lettera II ) , egli sarà un’ integrale dell’ equazio- 
ne ai differenziali parziali 

(A) . . ... ... . (i) - 0 (£) •+ <(g) - (g)> 2 = °- 

Ora io suppongo clic sia dato il fattore z , e che si ri- 
cerchi quali debbono essere le due funzioni a , ( 2 , onde 
zxdx -f- zfidy = o sia una differenziale esatta - 

E siccome non possiamo venire a capo di questa ricerca , 
"quando si prenda in tutta la generalità , così assegneremo ab u- 
ne forme indeterminate al fattore ed all equazione , e le de- 
termineremo in maniera che la moltiplicazione per quel fattoio 
i;cn da integrabile da se medesima 1’ equazione supposta . 

Sia per esempio z — ax » c d a cagione di 

(g) = - {(£)*-+ C-~)y -*• p): (•* * 

(g) = - {« ■+ (£>* -+• 

1’ equazione (A) diviene 

identica se * , (3 sono funzioni omogenee della medesima di- 
mensione n, giacché si ha ( §. 19. ) 10 questo caso 

(—)y- 5- (— )* = » c (g).y -+■ (g) * — ntl » ^ C * 1C 

duce r equazione precedente a questa qui n«|3 — nu $ . 
Mettiamo la medesima equazione sotto la forma 


•(£>-*(£> 




-b » 


o ; c facendo — = m. 


si cambia in questa 



dall’ integrazione della quale dipende 
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il valore di m , ovvero di — . 

a • 

L’integrale di quest’ equazione a differenze parziali del pri- 
no ordine lo abbiamo trovato alla fine del Capitolo IV. , ed è 

m = /’( — ) rappresentando per f ( — ) una qualunque funzione 


anche - ^ 1— , una differenziale esatta . 

■-/</?-/?) 

Supponiamo che il fattore z debba essere funzione di x 
soltanto e di costanti , e cerchiamo quali debbono essere « , (3 
perchè adx - 4 - (3 dy divenga una differenziale esatta moltiplicata 

essendo per z . In questo caso si ha (— ) = o , e 1’ equazione 

(A) diviene (^) — (^) = ^ na dc ^ e ^ ae “ e P 

rimarrà in nostro arbitrio: potremo dunque prendere per /3 qua- 
lunque funzione di y e di x , ed a sarà allora determinata dall’e- 
quazione 

*=*/{("> -*• 7 (g)}^ -*-/(*)• 

Sej3 = F(x),* sarà necessariamente della forma jp(x)H- 
f(x ), e potrà rendersi esatta l’equazione differenziale 

dy . F(x) -f- ydx.tp (x) -f- dxf(x) =* o, 

moltiplicandola per una sola fnnzione di x. Le quantità F(x)» 
p(x), /*(x) rappresentano tre funzioni cognite di x. 

§. 189 Prendiamo ora 1’ equazione 
ydy -t- Mydx Ndx = o, nella quale M ed N sono funzio- 
ni di x . 

Qnest’ equazione per quanto sembri in apparenza molto 
semplice , pure non sappiamo per anche integrarla generalmente. 


di y : sarà dunque 


y ovvero — — i— , ovvero 

* -+>/( j) 


Digitized by Google 



Il6 MATEMATICA SUBLIME 

In questo esempio /3 — y , * = Mjy -h N» e quindi 

(g) = °. (.%) = M - 

Supponiamo primieramente z di questa forma p ^ es “ 
sendo P una funzione di x. Posto ciò si avra 


(--) = 


_r^(S) = 


- »p* 




iy + P)"" r ' (>-+**)" 

facendo riL» = P d.r . Mettiamo questi valori nell’ equazione 
(A) del § antecedente , ed otterremo 

( „ _ , ) My — nP> -5IX-f aN = o, la quale non può es- 
sere identica senza che sia . 

( n — i ) 31 — »P' = o , nN — TMX = o . 

Queste due ultime equazioni ci danno M = P' * 


N = ~L_ PP' , ed in conseguenza abbiamo 1 ’ equazione 

n — i 

ydy -f. JL-^yV'dx H- ~ PPcte = 0 » Che si pub integrare 
moltiplicandola per — * qualunque d’altronde sia P. 

T i * equazione trovata j cui si può dare la forma 
ydy -”r x ydV h- ^VdV = o, 

è un’equazione differenziale omogenea tra le variabili y e P: 
essa duuque ( 187 ) ha^per moltiplicatore 

! — ! — : dunque 1’ equazione 

y v ■+ —’-p* -*■ ~qP) 

J n — t*— l * 1 


( 3 -+ p ) (z -+ „ ir - , p > 

t 

Onde integrarla effettivamente 


è integrabile 
osservo > che 


per 


se medesima . 
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r Jil »- 1 f f Jy_ _ *y \ . 

y ( , H .p ) (,H.-L.P)“ — J X >-** 

» 1 

log — - F ( P ) : T integrale dunqne 

dell’ equazione sarà ( 184 ) 

log LhL h F ( P ) = o > prendendo per F ( P ) 

((.-ib-fP)’" . 

nna tal funzione di P , che la differenziale dell’ ottenuto inte- 
grale sia identicamente 1’ is'.essa equazione differenziale propo- 
sta, e ridotta integrabile con la moltiplicazione del fattore idoneo. 

Per avere questa funzione , differenziamo quell' integrale 
facendo variare P ed y , e si avrà 


* — * 1- y -+ P 


( • — » ) Cl» — t )jr -*• P 


- y -t- cZF(P) — o, ovvero 


* — 1 * — a ( » — 1 ìy iy ■+ . d p r p \ 


la quale equazione paragonata con 


= o, ci dà subito cfF(P) = o, F(P) = 
(j-+P) o. » — • ) > p > v ' 

C costante ; 1 ’ integrale dimandato sarà dunqne 

(>-+ n*~* _ c. . - ‘ ~ 

(■ — 1 )>-*• p 

Trovato P integrale ed un moltiplicatore , si ha immediata- 
mente la fo mula di tutti gli infiniti moltiplicatori (186), i 
quali rendono integrabile la stessa equazione : sarà dunque nel 
nostro caso 

■ — * — <t> -f 1 la formula generale di 

tutti i fattori , e questa comprende anche il fattore m> " 

vato sopra . 
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Quando n = a, la trasformazione fatta per giungere all’ in- 
tegrale precedente non ha luogo ; poiché in questo caso dob- 
biamo integrare — , di cui 1’ integrale è log{y «~h P) 

» c ^ e bisogna eguagliare ad una costaute arbitraria . Vi è 


ancora il caso di n = i , nel quale le due equazioni identi- 
che danno *1 = P, P" = o , P = costante : se fosse cioè 
/ ™ 

proposta 1’ equazione ydy h- M ydx h- dVldx — o , si po- 
trebbe rendere integrabile dividendola per y h- a > ed il suo 
integrale completo sarebbe 

y — al (y H- o. ) -*• fM.dx = c . 

Supponiamo ora che il fattore , il quale rende integrabile 
1’ equazione 

ydy -f. TAydx ISdx — o , sia 

— , essendo sempre P e Q funzioni di x , del- 


(/ + P;h-Q )* 

le quali le differenziali siano rappresentate da P'dx , Q'dx . In 
questa supposizione abbiamo 

(£) = — (s) = ; e metten- 

i} (>* -*-*J -+Q) ( j* -r- Pj -+■ Q )" "*■ 1 

do questi valori nell’ equazione ( A ) , la cangeremo in questa qui 
^ ( 2 n — i ) INI — rcP y y % ■+ { ( n — 1 ) MP -+ 2«N — /?Q' y y -* 


nNP — MQ = o , la quale dovendo essere identica , dà 
necessariamente 

(atz — 1 ) Mdr = ndP , (n — 1 ) MPt/a? -t- zritSdx =x ndQ , 
nNP = MQ . 


t Dalla prima e dalla terza si ricava 

Mei* = » riSdx = -9— = — - : sostituendo qne* 

sti valori nella seconda , si avrà 
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dQ = ^-PcZP. 

L’integrale di quest’ ultima equazione si 1 ha dal §. 182; 
in uno degli esempj che vi sono riportati » si trova questa equa- 
zione , con la sola differenza che là le variabili sono y ed a;, 
e qui O e P . (^uest’ integrale è 

2 

Q = i. P -+. cP ” ' rappresentando c uua costante arbitraria. 

Dunque 1’ equazione 

( ? -J' \ 

l JdP = o 

diverrà integrabile moltiplicandola per 
— - , qualunque funzione di ar sia P . . 

(>* Pjr J P* ■+ fP"~ ) 

Allorché n — A, la prima di quelle tre equazioni tra P,Q, 
M , N , ci dà dP — o , quindi P = b costante arbitraria : le 
altre equazioni divengono allora i- Mcfv -4- Ndx = -i. dQ , 

1 6N = MO , e danno Md.r = da cui si 

ricava Ndx = » Md* = » così 1’ equazione 

ydy h- = o diverrà integrabile essendo moltiplica- 

ta r cr V(^ >~ QV 0ra Qj intc s iat0 P er «l'porto 

ad y dà 

V(/ -f- by H- Q) -t- 4 Z(~ •+ y — ✓ (/ -+ 5 yH-Q)); 

dunque il primo membro della proposta avrà per integrai© 
la quantità precedente più una funzione di Q solo, di cm la 
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differenziale è . Questa differenziale ha per integrale 

—• l ( -• Q ) i dunque infine 1’ integrale completo della pro- 
posta sarà 


V ( / •-+■ by h- Q ) 


log | JL 


>J(j' 


vi 4 — Q) 


l'ì 

J 


= C 


costante . 

Nel caso in cui n = i ., 1 * equazione da integrarsi è 

* jdy *+• yd P -■+■ ( c — f- — - ) P<?P = o , la quale è omogenea . 

11 fattore che la rende integrabile , dato dalla formula superiore., 

è , ohe combina con ciò che abbiam detto 

y-4-P r -+U'H-^}P* 

al § 187. 

Continuando quest’ indagine , si potrebbe supporre 
z ~ ( y -¥ ?j~-+ Qy -+R ? ’ Z ~ Pj' -+ Qy -r By -t- S)* ec ’ e< * 


allora troveremmo altre ela*.«i d’ equazioni integrabili . Non ci 
tratterremo sopra di ciò, poiché la determinazione di Q, R ec., * 
non solo è della massima difficoltà , ma non puossi ottenere che 
nel ca-o limitatissimo di n = l , ciò che rende anche più par- 
titolari le equazioni che si ridurrebbero integrabili con la mol- 
tiplica/ione di quei fattori . Si veda il Calcolo Integrale del 
Sig. Cousi n . 

§ 190. Prendiamo adesso un’ altra equazione 
(y N ) dy — t* Mydx = o , e supponiamo che essa debba di- 
venire integrabile con la moltiplicazione di un fattore di que- 


sta forma z = — y " — — , essendo M , N , P , Q funzioni di x. 
y -1- Py-t- Q • 

Paragonando quest’equazione con la formula adx-h fiily = o„ 
si ha a = My , 0 = y -+ N , quindi ( facendo c/N = N ’dx ) 
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(g) = N', (g)=M, 

(Jzt. __ ( « — O / ~ ‘ -f P ) y ~ ' 

{j x ) = — poniamo ora Questi valori nell’ equa- 

zione (A) del §.' i S8 , c si avrà questa trasformata 
((« — 2 )M — TU' h- F)/* 4 " 

(( n — i ) MP — NP h- NP' -+ Q')/ 

( „Mn — N'Q -+ NQ ) / " 1 
dalla quale si ricavano 1’ equazioni seguenti 
v ( n — 2 ) Md* = dN — dP , 

( /z — 1 ) MPd* = PdN — NdP — dQ , 

«MQd.v = QdX — NdQ . 

Sia n — o , e si avrà subito ^ = ~ , e per conseguen- 
za Q = aN , quindi quest’ altre due equazioni 
aMi/x — f- dN — dP = o , 

MPdx PdX — NdP — adN = o ; togliendo la seconda equa- 
zione moltiplicata per a dalla prima moltiplicata per P , si ricava 
— PdN — PdP H- aNdP -t- 2 adN = o , ovvero 
dN h- ~~~ — equazione lineare in N del .primo ordine. 

L’integrale di quest’equazione è N = P — a ■+ ò(aa — P) 1 . Ma 
aMdcc = dP — dN = ab ( aa — P ) dP ; dunque 1’ equazione 
( ^ — H P — a. -{• b ( aa — P )* ) dy -+• b ( 2a — P )ydP = o 
essendo proposta la renderemo integrabile , dividendola per 
Tom. III. Q 
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y* Vy* -+• { a ( P — a) -h ab (za — P )’ } y - 
Consideriamo in fine I’ equazione 
dy yydx •+ Xdx = o , e supponiamo che debba direni- 

re integrabile da se medesima moltiplicandola per ^ ^ 
Determiniamo P , Q , R , X in modo che questo succeda . Se 
facciamo a = X -ì~ yy , (ì — i>a = jrzp-ap^R’ J cpa 2 * 0 " 
nc del § i SS diverrà 

(aPQtkc - dV) yy -+ (ìVTXdx - aP Xdx - aQ<iP ■+ *QdQ)y -+ 
( PJR — RdP — 2PQXda; ) = o , la quale si decom- 
porrà in qneste tre 
aPQd.T — dP = o ; 

aPRcfx — aPXda; — aQdP — H ^QdQ — o ; 

FrZP aPQXdx = o. Da ciascuna di queste si ri- 
cava comodamente il valore di — i cioè 


jp , RJx —XJr -i-JQ <tn — iQX.lx 

£ — zQ dx = Q R 

Di qui si ricava aQ ( R -+• X ) dx = dR , 

aQ 'dx = k Q i\> = ^OiSVxi’ * dx “ ìqTr^*> ’ ® C *' 

cendo le opportune sostituzioni nell’ equazione 
aQ 'dx = Vxdx — Xdx -4- dQ , si avrà 




(R — . dQ ovvero 

.. X — 2 Q( R -+ X ) x 

? QVR = RdR — XdR H- aQRdQ -+ aQXdQ , 
dalla quale si ha 

Y aovq - iQBfl? - ftift 

A — iiQrfQ-rfil 
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* ■+ x = -&<ièìr '• sarà pert3nt9 

aQdx = ed in conseguenza 

d? aQ 'IQ — dR p A ./ ( Ci* Pi 

V a(Q’-R')’ A "■)• 

Facciamo Q 1 — R = S , e troveremo 

4 QSJx = dS -, X = M — Q 1 — S -, R = Q* — S; P => 

Av'(S); avremo dunque quest’equazione 

dy h- — ^ — h dQ — = o , che diviene integrabile 


moltiplicandola per — — ^ 
* 1 j* .-+ sQ» -*• Q* — s 


(T^qV^s ’ q aaIlint l ae 


funzione di x sia una delle due Q ed S, tra le quali è l’equa- 
zione Qdx — — . — . 

4 s 

Non ci fermeremo di più sopra queste considerazioni , e 
rimanderemo i nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Euler. 

§. 191. Quando un’ equazione differenziale non può inte- 
grarsi con alcuno degli artifizi spiegati nei §§ antecedenti , al- 
lora si cerca di trovarne 3 ’ integrale per approssimazione . Al 
§. 95 abbiam detto come il Teorema di Tajlor ci somministri 
un metodo -, onde integrare 1’ equazioni per serie, o:de trova- 
re cioè il valore di y dato per una serie infinita ordinata per 
le potenze di x , così sopra di quello non faremo parola . Il 
metodo dei coefficienti indeterminati può talvolta darci spedita- 
mente 1’ integrale di nn’ equazione , espresso per serie in que- 
sta guisa . 

Supponiamo per esempio che vogliasi integrare l’equazione 
dy -j. ydx = mx"dx . Supponiamo 


p fl-H ,, .*1-4-3 . 

y — Ax — p ila; H-.Laj -j- ec. , e sarà 

dy — pAx" 1 dx •+ ( m •+ 1 ) è-»((i4i) Cic* * dx •+■ ec. 

Fatte ora le opportune sostituzioni nella proposta , avremo 
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f» A a/* •+ •+ t ) -+ (f i 


mx 


Ax 


1 ) Cx ■+ 0 * ■* 3 ) Djc -+ ec. 1 

> =0, 

n f 1 ■+ 1 ri M-4-3 

B.v -+- C„t -+ cc. J 


che dovrà essere vera per qualunque valore di x ; dunque do- 


vrà essere n — t * — 1 , ovvero p = n ~{- i , A = — •» B — 


HiP-b • ) 


, C 


y — rn ^ 


r x » + « 

B ■+ I 


f* C f* -+ I ) l f* - 4 - 9 ) 


« -+ 3 


ec. , 0 perciò 


» •+ J 


(j»-*-J )(»-*• 2) (w- 4 *l)(»“+ 2)(®-+3 




Questo valore di y non può però prendersi per I’ integra- 
le completo della proposta , poiché non contiene una costante 
arbitraria : onde introdurla rappresentiamo per X quella serie , 
c facciamo y = X -4- z ; avremo allora per determinare z que- 

— X 

sta equazione dz -4- zdx = o , e perciò z = Ce , essendo 
C una costante arbitraria i dunque 1 ’ integrale completo sarà 


{ n -1- r » 4 » 

- — J* 

* ~t* 1 ( w H- l ) ( « —4* *J 


a) (•-*• i )(«•+*)(» -+3) 


ec. 


Ce" 


Ma si può ottenere un’ espressione per y dotata di tutta 
la generalità che possiede un integralo completo , iu quest’ al- 
tro modo. 

Sia f( x ->y 1 c ) = o l’ integrale di una qualunque equa- 
zione differenziale : 1’ uso cui è destinata la costante c , si è 
di fare in maniera , che quando x riceve un dato valore x — a, 
y ne riceva un altro parimente dato y — b . Con questa con- 
dizione- si determina 1* idoneo valore della costante c , risolven- 
do 1’ equazione f(a,b,c) = o . 

Ora se potremo preparare 1 ’ espressione di y in tal guisa 
che facendovi a ; =s a venga y — b , avremo per y un' valo- 
re che potrà prendersi per il completo integrale della propo- 
sta , almeno ne farà intieramente le veci . 

Per questo poniamo x — a -4- t , y = b -4- , e preo- - 

diamo per rappresentare u una serie , della quale tutti i termi- 
ni svaniscano quando t — o : sia. 


ì 
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u — At -4- B/ -4- Gf -4- cc. , 

c??/ = fiAf 1 -4- ( /* -4- I ) Bt -4- ( f* -f- 2 ) C/^" 4 " 1 -4- cc. , 
c sostituendo questi valori in e/u -j- ( i -4- u) dt = m ( a -4. 

j • % *■ 

£ ) ut , si avra 

pAt — t- ( f» — f» i ) Bt — f* ( /» •■+» 2 ) Cr «-f, ec. 

*4- b -4* At — f- Bf“ **" -f. ec- 

— ma — m 1 . a t — m ili TjJ a~* t 1 — ec. 

I 1.2 

equazione , che dovendo esser vera per qualunque valore di t , ci darà 
ft s=s i , A = ma — b , B = n A tt "i ~ " f J.rtl , 

^ • t • 

C _ ?.*( ec. Dunque 

y = b-+(ma*-b){x-a)- i . } (a? _ Q y ^ eo . 

(Inest' espressione per y soddisfa alla proposta ed è tale , che 
fatto x = a » si ha y = b . 

Si può avere ora una serie convergente del valore di y 
in questa guisa - 

Supponiamo che a crescendi continuamente per eguali in- 
tervalli A a divenga infine x y e che ì valori corrispondenti di y 
siano come segue 

b corrispondente ad . - . . <r 


b’ ... . a -4- A d == a' 

b" . ..... . ... ......... a -f 2 Ad = €t 

b" a -4- gAa = a" 

• j.*, ........ ...... - s t V 

y = b*~ * a -4. a A a t»= s «***=» et 
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e si avrà dalla scric qui sopra ottenuta 

~ } (A a ) 1 + ec. 

r = 6'n. { ma' ■+ 6' } Aa -c { ~ } ( Aa )* - ec. 


y — ?, u " 1 ) ~b { ma k 1 ] — b ( X ’ 5 } Aa -4- ec. 

Si sommino tutte queste equazioni e ne ricaveremo 
y = 6 MAa -4- N ( Aa )* -t- L(Aa)’ h- ec. 

La qual serie tanto più convergerà, quanto minore sarà Aa. 

In generale se avremo un' equazione differenziale Vdx -4- 
Qdy = o , nella quale P e Q siano funzioni di x e di y , c 
vorremo trovare il valore di y darò per una serie ordinata se- 
condo le potenze di x , cominceremo dal fare anche semplice- 
mente y = A -4- Bx -4- Caf -4- Ex* -4- ec. , per il che avremo 

t \ = B •+ flC* -*• 3EX 1 -+ ec. Sostituendo allora questi valori in 

' dx ' 

— = — — , avremo 
f dx ’ Q 

£. — B -2- aCx -4- sEx 1 -4- ec. , da coi P H~ Q ( B -4- aCx -t- 

Q 

^Ex* -4- ec. ) = o . Quivi se sostituiremo in P e Q invece di 
y il valore supposto, ed ordineremo 1’ equazione risultante se- 
condo le potenze di x , avremo le equazioni particolari per de- 
terminare quei coefficienti A , B , ec _ 

Facciamo un qualche esempio : sia 1’ equazione ady -4- 

( y cc) dx 3= o , e fatto y = A -4- Bx -4- Gx 1 -4- Dx 5 -4* ec., 

avremo 

{ A h- ( B — i ) x -4- Cx a -4- Dx* -4- ec. } -4- Ba -4- aCax H- 
gDax 1 -4. ec. = 0 , 


I 
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che ci darà B = — — , C = , D = — E =» 

a Àt‘ a.3-«* 

— ‘ 4 '~ ec. , ed in conseguenza 
a . 3 • -i* 4 0 

y = A — h. x h - -A- x — x* ~h ec. 

Quest’ integrale sarà completo , perchè contiene la costan- 
te arbitraria A . 

Per un secondo esempio prendiamo 1 ’ equazione 
dy = dx — sxdx -+■ ydx -4- xxdx -4- xydx , delia quale Nen- 

ton ne dette il primo 1 ’ integrale espresso per serie . Sarà in 
questo caso 

P=i — 3x-|-^-4-arxH-ary, Q = — 1 » e facendo 
y = A -f. Bx -4- Cx l -4- ec. , si avrà 

i — 3.T -4- y ~h xx -4- xy — ( B h- aCx -4- 3DX 1 -4* ec. ) = o, 
quindi sostituendovi il valore dell’j', ordinando secondo le potenze 
di x , ed eguagliandone i respettivi coefficienti a zero , otterremo 

B = A 4 i,C=A-i, D = , E = 51 =* , P = 

3 *2 

~L 1 cc ; sarà dunque 

60 

j = A -i- ( A -f- 1 ) * H- ( A — 1 ) a?* - 4 - x 1 -t- 

slrJ? -4- ec. , e questo sarà 1 ’ intagrale completo , poi- 
ché contiene 1 ’ arbitraria A . 

Quando le variabili che entrano in P e Q , sono elevate 
a potenze frazionarie , la strada più spedita per applicarvi il 
metodo dei coefficienti indeterminati è di toglierle per mezzo 
di qualche adattata sostituzione : così se fosse proposta 1 * e- 
quazione 

dx ( axy' J -4- òx’y * ) ~h hdy = o , cominciando a ridurre gli 
esponenti allo stesso denominatore , si avrà 


Digitized by Google 


128 • MATEMATICA SUBLIME 

a a 

dx ( axy* -4 bx'y* ) -4 bdy — o , la quale si riduce a 

X 

dx ( axz -4 óre’ ) -4 6 hz'dz = o , col farvi y 6 = z . 

Taluna volta giova cercare piuttosto il valore di x e- 
sprcsso per y : il metodo però è lo stesso . Si finge una serie 
A 4 B y -i~ Cy 1 -4 cc. per rappresentare a* , e quindi si de- 
terminano i coefficienti indeterminati A , Il , ec. 

§. 192. Andiamo ad esporre un altro metodo d* integrazio- 
ne per mezzo delle serie . 

Supponiamo che 1 ’ integrale completo di un’ equazione dif- 
ferenziale del primo ordine, cioè in x,y e (^)> sia y — 

f(x,a), essendo a la costante arbitraria . Dando ad a tin va- 
lore particolare h , la quantità x , h ) sarà un valore parti- 
colare di y , che noi rappresenteremo per p , e che supporre- 
mo conosciuto in una maniera qualunque . Facciamo frattanto 
a h -4 i , e sviluppiamo la l'unzione f( x , h -4 i ' 1 in se- 
rie ascendente secondo le potenze di i : il primo termine sarà 
f(x,h ) —pi e gli altri termini saranno della forma qi -4 
ri' 4 ec., q , r essendo delle funzioni di * . Se si sostituisce 
quest’espressione di y nell’ equazione data del primo ordine, 
converrà che essa si verifichi indipendentemente dalla costan- 
te i che dee dimorare arbitraria . 

Sia dunque (^) — F(ac,^) 1 ’ equazione del primo or- 
dine alla quale soddisfa il valore particolare y = p ; si avrà 
dopo questa condizione (-£) = T(x,p). 

Sostituiamo per y la serie p -t- 51 4- ri' -4 ec. , e per (Q.) 
la serie (^) 4 (|)i 4 (|)i’ *4 ec. , e si avrà primie- 
aa mente 

(- p ) h- (-f)i -4 ( £)i s -h ec. = F(x,p -4- qi 4- rz 5 -4ec.). 

x dx' dx' dx' 

Poniamo qi - 5 - ri' -4 ec. = w, e scrivendo F per F(.v,p), 
si avrà 
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(g) -+ (g)*' -+ (g) t* ■+ ec. = F(x,p) -M(g) « -+ 

t d % F ^ w* 

( -r, ) h ec. , ovvero 

(£) H- (g)* ■+ ('£)** *+ ec - = F (*«P) H- (g) (?i H* 
.ri* -+ ec. ) -+■ (g£) y C 2 ’*’ -+■ *qri' H- ec. ) -fec. = 
P(.r ,p) .+ (t F )g£ -+ {r(j2) -f i g , ($?)> >' -+ » 

0ra (£) = P ( at >P) i dQQQOO (g) = j(g),(g) = 
r ( '^ ) -4- — ( T-f ) ec. , equazioni che serviranno a deter- 

ap ‘2 Jp * 

minare successivamente le incognite q , r ec. Esse sono lineari 
del primo ordine ; possono in conseguenza sempre integrarsi com- 
pletamente ; ma per noi basteranno anche degli integrali parti- 
colaii. In questa guisa avendo determinati i valori di j,r ec. , 
si avrà questo valore completo di y 

y = jp - 4 - qi -+ ri* -t- ec. , nel quale i sarà la costante arbi- 
traria che mancava al valore particolare y = p . Questo valo- 
re è invero espresso per uua serie, ma la convergenza di que- 
sta serie dipenderà dal valore della costante i . 

Per farne un esempio, sia proposta 1’ equazione differenziale 

4 ydy — sxdx — dx V ( 4 y % — 3 *' ) — o . 

A questa soddisfa 1’ integrale particolare y = a? . Per a- 
verne il completo , diamogli questa forma 

(£) = e si avrà 

Tom III K 
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> 3 & 

/rffy r S*’-»V'(4/>* — 3*‘) 

’<//>' S(*p' -3'*) 4 p' 

, i\l -V __ ZL*P 1 L. n 3*-+ V(4 /> ‘- 3»M 4 

' ‘‘f' />V'l4/>*-3*‘) 4P* 

ec. , ec. 


Facciamo ora p — x , ed avremo 




ec. 

L’ equazioni per determinare q > r ec. » saranno dunque 
(Ìf-\ = o , f wì = — £ . A ec. ; quindi q = c , r = — X 

2. -t- c' ec , essendo c , c* costanti arbitrarie . 

X 

Siccome ci bastano dei valori particolari di q , r ec. > così 
focciamo c = T , c' = o , ed avremo 5 = . r = j • 7 ec - : 

sarà pertanto il valore completo dell' y , il seguente 
y z= : c -h - p |1 ec. , essendo i la costante arbitraria . 

Che qnesta appunto ^ia la serie che esprime il completo va- 
lore dell’ y , si rileverà dall’ osservare che 1’ integrale comple- 
to di quell’ equazione e y = x — t- ax — j» a » il quale diventa 
y _ x , quando a = o ; e per qualunque valore della costan- 
te a , si trova 




= * { 


x ^ = a: 


5 ?- -*• ec. 


la qual serie combina con quella trovata con 1 abro metodo. 

Un tal metodo è il fondamento delle soluzioni dei princi- 
pali Problemi della Teorìa dei Pianeti : siccome le esccntricita > 
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c le inclinazioni che debbonsi riguardare come costanti arbitra- 
rie , som/ piccolissime , e 1* effetto delle attrazioni è anche pic- 
colissimo , il circolo dà subito dei valori particolari , i quali si 
completano in seguito per mezzo di serie ordinate secondo le 
potenze di queste costanti piccolissime . 

§ 193. Si può taluna volta trovare l’integrale approssima- 
to di un’ equazione per mezzo delle frazioni continue . 

Non sono invero di. grande utilità simili integrazioni, pu- 
re ne faremo un cenno . Abbiasi 1 ’ equazione 

(o) P-fQjin- B y H- S (■£) = o , nella quale P , 

Q , R , S siano funzioni di x . 

Se noi poniamo y = y-~-, > essendo X una funzione inde- 
terminata di x , ed y un’altra variabile, si avrà facendo lo 
opportune sostituzioni 

( 1 ) F -+ Q’y -+■ R'/ 1 — {- S' (^-) = o , nella quale 

V = P -p QX -+ RX’ -+ S ( g) , 

Q' = aPH-QX-hS(£), 

R' = P , S' = — SX . . 

Trattando 1 ’ equazione ( 1 ) come abbiara trattato T equa- 
zione ( o ) , cioè facendo y = — , si avrà per determinare 

y" , 1’ equazione 

( 2 ) P" h* Q "y" H- R"/' 1 H- S" ( ) = o , nella quale 

P" = F QX R'X'* -t- S'( 2 '), 

Q"= 3 Fh-Q'X'-*-S'(£), 

B. ' = F , S" = — S'X' , e così dì seguito : in questa guisa 
troveremo 
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>3» 


y — 


X" 


I -+ ■ 


X'” 


x''" 

l -+■ ec. 


Fer determinare X , X' , X" 


ec, , supponiamo 


A* , X' =- 


Bx , X" = Cx ec , ed avremo in principio y = • Se 

noi trascuriamo y’ , sarà y = Ax*, dy = A*/ ’ , e la pro- 

posta equazione si cangerà in questa 

V H- QAx“ -+• RA ! j[ W -t- SAocx* 1 = o ; dovremo dunque 


determinare A ed « in modo che una tale equazione sia sod- 
disfatta : ora supponendo x piccolissimo ( e quando questa sup- 
posizione non potesse aver luogo, non è di alcun nso il meto- 
do ) si ritengano le sole potenze inferiori della x , lasciando 
solo nell' equazione due terminò, per i quali possano rendersi 
eguali gli esponenti con una adattata’ determinazione di a: si 
avrà così il valore di * , e quindi quello di A sarà determina- 
to col rendere eguali i coefficienti di quelle due potenze di *. 

Trovato il valóre di X , si conosceranno i coefficienti del- 
la trasformata iu y così se facciamo y" — o, si avrà y = 

% ==■ Bx 0 : sostituiremo dunque questo valore di / ncir'cqtia- 
ztone che a Ini si conviene , e determineremo B e /3 in mo- 
do che con questa sostituzione 1’ equazione trasformata ( t ) sia 
soddisfatta: continuando in questa guisa, si trov§ranno tutti i va- 
lori dei denominatóri X r X' , X" ec. 

Quest* operazione terminerà quando nna delle quantità F , 
P%P" ec. , che formano i primi termini delle trasloimate, si 
annullerà da se medesima. Imperocché sia 

Hu -*■ Tu’ -+ V(*J = o 1’ ultima trasformata , o quella nel- 
la quale il primo termine è nullo: per H,T, V , u noi indi- 
chiamo i valori di Q, R,S,^ che ad essa convengono. Ad 
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ima tale equazione soddisfa u = o , e così la frazione comi- 
nua si termina . ° 

In questa guisa si ha un’ integrale particolare della propo- 
sta in y r per avere il completo , facciamo io quest’ ultima tras- 
formata u = — > ed otterremo’ 

H z -4- T — V ('*)' = o , che è un’ equazione lineare del pri- 
mo ordine, sempre integrabile completamente: si avrà così il va- 
lore di u , o 1’ ultimo valore di y esattamente espresso . 

Rendiamo’ più chiara questa Teorìa con un esempio'. Sia 
I* equazione differenziale 

my -4- ( i -4- x ) (j ) : = o, e supponiamo che x sia una quan- 
tità molto piccola . Sostituiamo primieramente Ax* per y , e .si 
avrà ( mA -4- « A ) x* -4- »Ax" - ' =0, e trascurando la poten- 
za superiore di x, avremo «A# = o e quindi a = o: il 

coefficiente A resterà indeterminato , e si avrà per una prima 
approssimazione y = X = A . Trovato questo' valore di x , 
ed avendo dalla proposta P = o , Q ~ m , R. = o , S = 
1 -4- x » otterremo per la prima trasformata 

— jn 1 — my -4- ( 1 -b *)(£’) = 0 • Se in quest’ equazio- 
ne facciamo 

y == Bx 0 , dy' = B/Sx* 3- ', avremo 

m fflBx^ -4- B0x^~ * h- B0X* 3 = o , ovvero trascuran- 

/3 — r 

do le potenze superiori dell’ x * — m -4- B0x — 0 » cm 
si soddisfarà facendo 0 = 1 * B = m: sara dunque X =y = ttix- 
La seconda trasformata sarà poi 

( m — r ) x -4- { 1 -4- ( Z7* — 1 ) x } /' H- y" % 

K)x{ t - J ~) == o, in cui ponendo Cx r , Cyx r ' dx per y * 
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e per dy" , si avrà 

( VI I ) X H~ ^ 1 — {- ( tti — 1 ) x } C/ C i « 2y — H .( J — f- 


x ) xC yx ' = o, che è soddisfatta da y =• 1 , G = — 

fLrJl , avendovi però trascurate le potenze superiori della x . 
2 

Avrebbe soddisfatto però a quest* equazione y = o , ma noi 
escludiamo un tal valore , perchè 1* esponente di x nel nume- 
ratore di ciascuna frazione integrante die segue la prima , dee 
sorpassare zero , giacché tutte queste frazioni debbono svanire 

quando x === o . 11 valore di X" sarà dunque — Tir*- *-' on ' 

tinuando questa indagine , si troverebbe X"' = x > X’ = — 

”LZl x , X* = — — x ec. , e quindi 

3.2 5-3 


m — 1 x 


w — f* 1 x 

3 * 2 


1-4* 


_2 X 

a 

m - 4- a x_ 

5 ’ 3 


Quest* espressione sarà 1* integrale completo della proposta , per- 
chè contiene la costante arbitraria A . 

Per nn altro verso 1’ equazione h- ( 1 «0 (£) = °> 

si integra completamente csilia j y = A(i— j-#) ; dunque 
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A 


( « •+ * r l _ ¥ . **_ 


m — I x 
1 * 2 


m t 
3 * 3 


3 2 


1 - 4 * 


w_-+a je 
5 * 3 


e quindi 

( 1 H- x ) = 1 H* 


m — 1 4P 
1 * a 


1 — - 


ì -+ 1 x_ 
3 * 3 


r— 


** — a 4» 

3 * 2 

1 -+• cc. 


E se noi rammentiamo che nell* introduzione si dimostra 
(1 ,\ x ) m I H- w/(t CT * (/( | I H- ec.> avremo di- 

videndo T equazione per m r 
l(i -+*)-+• m(l( l •+ ac)) v ■+ CC. = — ^Tf 


JP 

:r 

t ” 3 


1 - 4 " 


' ~t_£ JL 
3*2 


1 — ec. 


facciamo in quest’ ultima equazione m = o , e troveremo que- 
sta elegantissima formula per esprimere il valore di l ( i H- #)> 
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L’ espressione del binomio ( i -+■ t)" in una frazione con- 
tinua può anche ottenersi senza il Calcolo Integrale , e per 
mezzo dell’ Algebra Elementare : si veda per qnesto una Me- 
moria del C Geometra Pietro Ferraci inserita negli Atti della 
Società Italiana Tom. IX . Ivi si troveranno altre interessanti 
ricerche sopra le frazioni coorirrne . 

§ 194. Abbiamo, detto al § 18.1 , che un* equazione diffe- 
renziale si riguarda come integrata , quando essa dipende dall’ in- 
tegrazione di semplici funzioni differenziali : ora nella maggior 
parte dei casi non possono neppure aversi gli integrali delle 
funzioni differenziali , ed in conseguenza , rigorosamente par- 
lando , dobbiate dire che neppure in questi .casi possono inte- 
grarsi 1’ equazioni ; così ottenuta la separazione delle variabili 
in un’ equazione Pt/a: -f Q dy — o , e trasformata in Xdx -f- 
Y dy = o , se non sia in nostro potere con alcun artifizio in- 
tegrare le funzioni differenziali Xdx , Y dy , bisogna dire che 
1’ equazione Pdx h- Qdy — o , generalmente parlando, non sa 
integrarsi » dico generalmente parlando , imperocché può darsi 
il caso che , mentre in un’ equazione separata Xdx = Y dy non 
sono i due membri per se medesimi integrabili , o lo sono sol- 
tanto per archi di circolo e logaritmi , non ostante siavi una 
relazione algebraica contenente una costante arbitraria , la qua- 
le soddisfaccia a quell’ equazione , e ne sia in conseguenza l’ in- 
tegrale com s-leto. 

Mi tpareriò alcnn poco ad esaminate questa specie di pa- 
radosso analitico , indicatoci la prima volta da Giovanni Ber- 
noulli ( Cornai. Epist. Tour I-pag. 60 ). 
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Sia dy p(y) una funzione differenziale, la quale non pos- 
sa integrarsi algebra iva mente , e prendiamo per y una funzione 
algebraica di x , facciamo cioè y = fx : la nostra differenziale 

diverrà allora dx ■ (~) . p (fx) : ora se la funzionerà; sarà 
tale che (-f)p (fx ) = p ( x ) , si avrà dy . p (y ) = dx X 

dx 

£(:c); in quest’equazione nessun membro sarà integrabile da 
se medesimo algebraica mente , pure ad essa soddisfarà la rela- 
zione algebraica tra x ed y data dall’ equazione y=fx. 
Serva per esempio la ditlercnziale 

f y : se noi facciamo y — ” ,x .~ l ' x szJ‘. s i avrà 

• -+• 2<y C} x •* m -b i -Y ex 


dy = , ed 

a -4- iby — f- cy % — a ~b ib ^ c (»£r*£=*)\, e ri- 

rm - 4 - b -4- ex ' » -f f -f* ex * 

ducendo allo stesso denominatore 
a -f- iby -*■ cy' — 
subito 


, per il che vien 

t m •+ t -+ ex )* 1 


^ ! — ?* , ed è manifesto che a quest’ cqua- 

zione differenziale soddisfa y — 25JT poiché la sostitu- 

zione di questo valore la rende identica . A questo riguardo po- 
trebbe proporsi il Problema: data la funzione fx trovare 1’ al- 
tra p ( x ) , che avesse la suddetta proprietà : la di lui soluzio- 
ne generale però è di nti’ alta indagine , dipendendo dal Cal- 
colo Sommatorio , quando le differenze finite sono quantità va- 
riabili . 

Prendiamo l’ equazione semplicissima =■ S - 

composta di membri , dipendenti ciascuno dalla qnadratnra del- 
le coniche , e per conseguenza non integrabili algebraicamcntc : 
se noi la moltiplichiamo per xy , avremo 

Toni. JJl ' v S 
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— S. 1 * a * — . ss - JLJ‘ ty — , C(1 integrando per parti , si otterrà 

jjy' ( aa ►+• xx ) — fdy V ( aa -|* xx ) = x \/ ( aa -f- yy ) — 

fdxV(aa H- yy ) -t* C . 

Ora r equazione proposta ci dà 

dx\/(aa -{•yy) = dyV(aa -b xx ) i c quindi 

fdx V ( aa •+ yy ) — fdyd ( aa -p .rx) ; dunque 

y \/ ( aa -p tx ) = xV ( aa -+■ yy ) -t» C sarà 1* integrale alge- 

Lraico completo -rii quell’ equazione . 

( ion lo stesso artifizio potrebbesi ottenere T integrale alge- 
braico dell’ equazione 

' — — - = : ma si può anco ridurre que- 

sta alla già trattata : basta fare x = z — — , y = u — , e 

si ottiene subito una trasformata della forma 

dz , B da 

V ( 1» -+ ** ) V ( w H* uu ) 

In questi ca>i ci ha potuto condurre all r integrale algebri- 
co la regola dell’integrazione per parti. Prendiamo in esame 
altri casi più complicati, per i quali adopreremo un metodo da 
La - Grange immaginato e reso più semplice da Eulcr , Atti di 
Pietroburgo Tom. II. Parr. I. Abbiasi 1* equazione 

a ~ = r 4 ay — della quale si voglia ]’ integrale com- 

* -+■ 1 tx -+ ex' a -+■ ily -I- rjr* 

pleto indipendentemente dalla parziale integrazione dei suoi dne 
membri . . 

A quest’ equazione si può sempre d'ire una forma più sem- 
plice , facendo sparire le potenze impari del denominatore : sen- 
za dunque alterare la generalità della ricerca , supporremo che 
1' equazione da integrarsi sia 

_ z= . Poniamo per semplicità di Calcolo 

*-+rr* 1 L 

X = a -q* ex* , Y = a -+■ cy* , e 1’ equazione diverrà , pren- 
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dendo il segno supcriore , ~ = *± . 

\ 

Consideriamo le variabili ac ed y come funzioni di una ter-* 
za t , ed allora scrivendo (^) dt , (^) dt per dx e dy > a- 

vremo -b (^) = Ir ($) : stabiliamo tra ac e f tal relazione che 
sia i-(^) = j , e ne seguirà immediatamente ~ (^) = i, 
quindi X -(*), Y = (g),X-Y = (g)_<g). So- 
stituiamo i valori di X , Y , e si avrà . 
c(x’ — / ) = (^) — (^) - Differenziamo le equazioni 

X = (g), Y = (£), e troveremo # 

(g)(S) = 3 cac(g) = (^), ; 

(ff) (£J) 

2Cx = --■ * - , 2cy = — — , e sommando 

<S> <2> 

. c (*-*;0 = (£)-< S ) -*•(£)’(£)■ 

Sia x — y = g , e per conseguenza 
(J) ~ (g) = (?)* eterno allora 

c ( x’ _ / ) = (g) - (|) = (*) , ovvero 
c(xh-^ ) (* — >) = cq{x -b y) — (^), e quindi 
2 c ( x h- >) = y ( •* Ma abbiam trovato 

= (£):(£) ■+ (£?):(*); <ta"r« 
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il coi integrale è 

log q' = log. (jj?) -4* log. (~) H-C: ovvero passando dai loga- 
ritmi ai nnmeri e cangiando la costante > 

Cq- = (%)■(%), « C=i (g)-(g)r m* 

(— ) = X = a-+ ex 1 , (£) = Y == a H- cy'\ diinqne 

, fl» 

^ i -+• < •>* ) 

E quest’ ultima: relazione algebraica r sarà l’ integrale com- 
pleto dell’ equazione 

dx ___ dy 

• -+ cx % • H- <7* 

Se da mia banda e dall’ altra del ritrovato integrale , ag- 
giungiamo — ac , e cangiamo di nuovo la forma della costan- 
te arbitraria , avremo questa relazione più semplice 

C = . r . , 

X—J 

Prendendo ora a considerare il caso del segno- negativo , 
si avrà 1’ equazione ~* 

** = .. Poniamo- come- sopra 

<tH-ex* • ■+ <7* 

i( *)- ,, _4(g) - £•#«*;" _ 

x = (f,), Y = -(g). 

Facciamo r4)=p» *' — y — Qi xy—Ujt troveremo 
(^) = X — Y = cpq , ovvero 

dt « , 

i_ . ( ^ 1 = Q-. Ter un altro verso 

c p ' di 1 * 
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yX — xY = ^ -p a(^) = {j t )> dunque sostituendo per 
X e per Y i respettivi valori a h- ex 1 » a H~ cjr* , si avrà 
a ( y — x) cxy (x — - y) = (^), che diviene — aq -h 

Eguagliamo adesso tra loro i due valori di q , ed avremo 
== . JL - . ( 1 ’ integrale della quale sarà cp = 

C ( cu — a) , essendo C una costante arbitraria : in quest’ ulti- 
ma equazione sostituendo i valori di p e di u > si avrà C = 
t ( x -+y ) 

cxy — a 

$ 195. Continuando’ 1 ’ indagine del §. antecedente propo- 
niamoci 1’ equazione 

-<L = della qna* 

,/ ( A -4- B> -f- Cy* -4- Pr* -4- Ej» ) V ( A -4- B* -+• Cjr* -+- Dx* -*• E*» ) 1 

le alcun membro non & integrabile algebraicamente . Rammen- 
tiamoci che la differenziale 


^L___ — __ , si può sempre trasformare in un’ al- 

tra (153)» ove manch-no le potenze impari della variabile x; # 
noi dunque porremo suppone eie la superiore equazione sia ri- 
dotta a non aver le potenze impari di quella variabile , ed ab- 
bia in conseguenza la lorma 

dx dy 

V( A -4- Or* -4- Ex») V(A-4-Cj‘-4- E>») ‘ 

Onde* avere nn integrale algebrico che soddisfaccia a quest’ e- 
qtiazioue T adoperando il me odo del §. antecedente r supporre- 
mo x,y funzioni di una terza variabile t , e tali che 

(£) = y(A H- tv h- Ex 4 ) * 

Cj t ) = v/( A -f- C/ -t- E/ ): se facciamo sparire i radica- 
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li , e quindi differenziamo , dividendo di poi la prima equazio- 
ne per (~~) dt , e la seconda per ( ) dt , si avranno in que- 

sta maniera due equazioni 

2(7,*) — aC* -f- 4E*S a(^) = aC y -t- 4E/ . 

Ponendo ora * — t- = p , x — y = q , il che ci dà 

x = , y = , le due precedenti equazioni aggiun- 

te e sottratte , daranno 


($) = c p *+ 1 -ìp 1 •+ 3/><n> 

(^)=CgH-~( 3P'<1 •+ $’ ) : di più essendo 

(?,> tg) = - (*r . » sostituiamo per (g)‘ . (&)', i ■ 

respettivi valori , si avrà 

(?)(«) — c r« I (?’* h- j>j’ ) . 

Se dall’ equazione che ci dà il valore di (^r) moltiplica- 
ta per 5 , sottragghiamo quest’ ultima equazione , si ha 
9 (^) — (;£)(£) = Epj», la quale moltiplicata per 

diviene 

q' K dt ’ ' 



Di quest’ ultima equazione 1’ integrale è 

jiCj-'Y = Ep* h- * > essendo « una costante arbitraria . 

Per determinarla , sia m il valore di y quando x — o ; 
si avrà in questo caso per mezzo delle superiori equazioni 
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(g) = v'A , (g) — ( A -h C/n’ h- Em 4 ): facciamo questa 

quantità = n . 

Egualmente essendo p = x H- y » q — x — , (g) = 

('*) H- (S)>(g) = (£) — (*)> si avrà ( quando *.= o) 

p — m, g = — nz, (g) = H- \/A , (g ) = v' A — n . 

Se ora facciamo queste sostituzioni nell’ equazione qui sa* 
pia trovata , avremo 

a = LiCA :*• -_ * l . — Era’ , da cui si vede che essendo m una 

quantità indeterminata , anche « resta indeterminata . 

Noi abbiam dunque 1’ equazione 

(g) = q^{a -+• E p'). Quantunque quest’ equazione s» un’ e* 

qnazione differenziale del primo oidine, si può non ostante da 
essa ricavare subito 1’ integrale completo dell’ equazione propo- 
sta : infatti essendo 

(*) == (7f)* + (^) = ^(A ■+ C*’ -+■ Ex 4 ) h- V ( A H- 
C,y Ey 4 ) , si avrà tra x ed y questa relazione 
y / ( A - 4 - Cx l -1- Ex 4 )-*•✓( A -h Cjf -j- Ey 4 ) = ( X — 
^)v'{»*i-E(x 4 i /) ! }, la quale rappresenterà 1’ in- 
tegrale completo, perchè contiene la costante arbitraria *. 

Quest’ equazione tra x ed y non è la sola che possa otte- 
nersi per mezzo delle formule sopra trovate. Infatti sostituendo 
nella ritrovata equazione 

(£) (?) = C P9 *+ 4 (P’9 *+ P? 5 ) » ^ece di (g) il suo 
valore q y/ ( * H- E p* ) , si avrà 

( f t ) — * nella quale rimettendo per p e q » 
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valori x -4- y, x — y , c per (^) il suo valore ( ~) — 

( -£ ) , cioè v' ( A -4- Cx s *4- Ex 4 ) — v ( A -h Cy* -4- Ey ) , 

si avrà una nnova equazione in x , y con la costante arbitraria 
a , che sarà ancora essa 1’ integrale completo della proposta . 
Tale equazione sarà 

v' ( A h- Cx l ~b Ex 4 ) — v ( a h- cy ~+ E \y* ) = 

E { > 11 . Aggiungiamo quest’ integrale con 
V {_«-t-Ei* -+>)'}■ 

1’ altro trovato qui sopra , cd avremo 
av'CA h- Cx* -4- Ex 4 ) = c 

— ^')v'{*H-E(xh-^ )'}•.• e riducendo allo stes- 
so deqominatore , si avrà 

v'(A4-Cx’4-Ex , ) = « ( « - >) c IJ T +J2 , -t ii y L±yv ) . 

2%/ y 

Quadrando quest’ ultima equazione , si ha in. fine 

•f 1 *(*->)-<• C ( x-+y ) -+ E (S*> -+• ix'y)\ * 

( 1 ) .... A -+■ Cx*H- Ex = r — ; 

quest’ integrale è ora razionale . 

Se invece di aggiungere quei due integrali, gli avessimo 
sottratti uno dall’ altro , avremmo trovato quest’ altra equazione 

(*) • • v A H. c/h-e/ = x —L 4 - -- - 4 , 

4 -«-ElJf 

la quale egualmente dato ci avrebbe 1’ integrale completo ra- 
zionale della proposta . • 

Togliendo il denominatore dall’ equazione (l) e facendo le 
opportune riduzioni, si trova quest’ elegante e semplice equazione 
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tra x ed y 

4A0E •+ ( 8AE — 2C -4* 2® ) — {• ( 4AE •+ sCa — G’ 

„* ) (a;* -ì-y*) -h 4E« . x'y* = 0 , cui si può dare la forma 

^ A ) A 4- B xy -4 C ( x 4 y ) 4 D x y — o j la 

quale esprimerà l’ integrale algebrico completo della proposta 
= i y - — — — . La costante arbitraria che si 

V ( A ■+ G»*H- E* 4 ) y» l A ■+ Cjr* •+ ly* ) 

contiene nell’ integrale , è indicata da « ; questa costante è 
{ -J A •+ v' ( A -+ Cw* -+ E m* ) V 

# = — - Em' , rappresentando per in 

il valore di y qnando * = o ; così 1 ’ equazione ( A ) si, potrà 
riguardare come una relazione tra le quantità due 

delle quali essendo date , potrem subito ritrovare la terza . 

§. 196. Riprendiamo 1 ’ equazione 

-i = — _ — fL — — _ : se noi supponiamo rappre- 

VtA + C/H-E/) V ( A -f- Cx* -*• Ex* ) Ar Ar 

semata per fy quella funzione di y , il cui differenziale è 

— — _ — - , funzione che in generale chiameremo Funzio- 

ne Trascendente , si avrà fy = fx -4- a per esprimere l’ inte- 
grale completo della proposta , ove a sarà la costante arbitraria. 

Quest’ equazione dovrà combinare con quella (A) del §. 
antecedente , ove m è la costante arbitraria ; dunque la costan- 
te a dovrà essere una funzione della m. Sia pertanto a = Fra» 
cd avremo fy — fx -4 F m : ma m è il valore di y , quando 
«= 30 } dunque supponendo per maggior semplicità , che fx 
debba annullarsi quando x = o , si avrà F m — fin : l’ integra- 
le pertanto sarà fy =fx fin , cui soddisfarà la relazione al- 
gebrica ( A ) =3 o . 

Così quantunque non si possa trovare la forma algebraica 
delle funzioni fy ,fx ,fin , „si può sempre avere una relazione 
algebraica tra le quantità y , x , m che renda fy =3 fx -4 - fin . 

Tom. Ili T 
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Facciamo m = u » cd avremo fy — ftc -{- fu » ed i raion di 
queste trascendenti saranno- 


■/>=/; 


Jr 


V C A Cji* -4- £/■* ) 


/*=/; 


V l A -4- Cx* •+ Ex* ) 


fu =A 


do 


VIAh-Ci' -4- E««) * 


Se ora si cercasse il valore della quantità y tale che la 
trascendente fy fosse eguale alla somma delle due trascendenti 
fx,fu> essendo x , u quantità conosciute» il valore di y sa- 
rebbe dato dall’equazione (A) = o. In generale se noi aves- 
simo una serie di quantità trascendenti fx ,fu , /w » fi» ec , e 
si volesse trovare nna trasrendente fy eguale alla loro somma 
fx — f— fu - 1 - fo - 4 - fu — f- ec. , si incomincierebbe dal ritrova- 
re una trascendente fz = fx - 1- fu , quindi nna trascendente 
fi — fz -+ fa ec. , e si avrebbe iu fine fy = fx -i- fu -f* 
fs> -f- fu -t- ee. 

Il valore di z sarebbe dato da un* equazione in z > x , u r 
simile alla (A) = o in y, x,u: quello di /3 da un’altra e- 
quazione in ( 3 , z , w simile alla (A) =0 in y , * , u ec. 

Nella medesima guisa se volessimo il valore di una quan- 
tità u , tale che la trascendente fu fosse eguale alla differenza 
delle due trascendenti fy e fx , cioè fosse fu — fy — fx, si 
troverebbe il valore di u dato per y e per * dall’ equazione 
( A ) = 0 ; così le funzioni trascendenti , le quali rappresenta- 
no gli integrali simili alla formula 

f-r— — i - -, — -=-rr » ponno sommarsi e sottrarsi tra loro » come 

J V C A -I- C» -4- E“ 4 ) r 

qualunque altra quantità , e ponno aversene le somme e le dif- 
ferenze espresse da trascendenti simili . 

Di queste trascendenti ponno egualmente aversi i multipli » 
e le porzioni espresse per trascendenti della stessa specie ; co- 
sì data nna trascendente f(ì se ne pnò sempre trovare un’altra 
che sia il doppio, il triplo ec. di lei » come pure un'altra che 
ne sia la metà , il terzo , il quarto ecL 

Infatti se noi facciamo x — u , avremo fy = ifx , ed y 
sarà dato dall' equazione (A) = o , quando vi si ponga x per 
u , ovvero per m . 
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Trovato questo valore di y , se noi faremo /m= /) -f 
fx ,' avremo fa = tfx, ed u sarà dato dall’ equazione (A) == o 
quando vi si faccia x invece di m , ed y invece di x ; e co- 
sì di seguito . 

L’ equazioni fy = vfx > fa = %fx ec. , ci danno fx = 


t fy > f* = 


—fa ec.; così se nell’ equazioni che esprimono le 


relazioni tra * ed y , tra x , w ec. , si prendessero per cogni- 
te le quantità y ed w ec , si potrebbero trovare i valori di x 
tali che rendessero la trascendente fx eguale alla metà , al ter- 
zo ec. di una simil trascendente fy , fa ec. 

Possono pertanto le funzioni fy ,fx , fu , fa ec. non solo 
sommarsi e sottrarsi tra loro , ed avere le somme e differenze 
espresse da simili trascendenti, ma ancora moltiplicarsi per qua- 
lunque numero intiero o fratto , ed aversene i prodotti espres- 
si per funzioni trascendenti della stessa natura . 

§ *97 Quanto abbiamo detto .sopra le funzioni integrali 
dei due membri dell’ equazione 


:v(A H .g^V) = » Può generalizzarsi per qua- 

lunque equazione. Siano indicate da Y(^), Y (x ) due simili 
funzioni in x ed y : abbiasi l’equazione f (y) dy = Y(x)dx, 
della quale non siano algebraicamente integrabili i due mem- 
bri presi separatamente : supponiamo che con qualche artifizio 
si giunga ad una equazione algebraica tra x ed y , cd una co- 
stante arbitraria, la quale soddisfaccia alla proposta, e sia quest’e- 
quazione espressa da F(x,^,ro) = o, m essendo la costan- 
te arbitraria che rappresenti il valore di y quando x = o . 

Se noi indicheremo allora per fy ,fx , le quantità i cui 
differenziali sono ^(x'Jcix, 'f{y) dy 1 avremo quest’ altra e- 
quazione fy — fx -+■ a , che simbolicamente rappresenterà l’in- 
tegrale completo della proposta . Ora supponendo che l’ integra- 
le debba determinarsi in modo, che quando x — o sia fx — o 
t y =•■ m, si avrà a — fm , e quindi 1’ equazione fy =fx -{-fot. 

Per quanto non {tossano aversi i valori algebraici delle 
quantità fy ,fc , fm , pure queste potranno sommarsi , sottrarsi 
tra loro ed anche moltiplicarsi o dividersi per qualunque nu- 
mero , ed esprimersi i risultati per altre simili trascendenti : 
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gosì conosciute ar,w2, potrà sempre trovarsi per mezzo deli’e- 
qnazione F ( a? , , ot ) = 0 un tal valore di y , che la tra- 

scendente fy eguagli la somma delle due trascendenti simili 
fx — fm ; qnì può ripetersi parola a parola tutto ciò che ab- 
bialo spiegato al §. antecedente . 

Supponiamo che si abbia l’equazione - y - — nella qua- 
le ncssnn membro è integrabile algebraicamentc t A quest’ e- 
q razione però soddisfa la relazione algebraica y = mx , la qua- 
le ne è 1’ integrale completo , perchè contiene la costante aliti- 
ti aria m: ora se indichiamo per fy , fx le funzioni trascenden- 
ti , i cui differenziali sono — > — » avremo fy = fx -f- fin , e 
per quanto non sappiamo cosa sono le trascendenti di questa for- 
ma f — , conosciamo però che una trascendente fy è eguale al- 
la somma delle due fx ,fm , se tra y , x , m siavi quest’ equa- 
zione y = xm , cioè se la variabile di cui si compone k 
trascendente fy , sia eguale al prodotto delle variabili delle qua- 
li sono composte le altre due trascendenti . Queste trascendenti 
sono conosciute sotto il nome particolare di logaritmi « e dalla 
proprietà qui sopra enunciata , tutte le altre dipendono » che già 
sono esposte nei Libri Elementari di Analisi . 

„ Per riferire le cose dette alla Geometria , sia ( Fig. 3 ) 
1= ^ costruita sopra 1 ’ asse oz una curva OZ , tale che un qualun- 
que suo arco OZ corrispoudente all’ ascissa oz — z sia rap- 
presentato da 

f * — F(z): onesta curva goderà della seguente 

,/V( A-t-Ce* -et»*) V ' * 

ragguardevolissima proprietà » Preso a piacere nn qualunque 
„ arco FG , da un punto ad arbitrio X si potrà sempre taglia. 
„ re nn altro arco XY , die esattamente sia eguale al primo „ 
infatti abbassate dai punti dati F , G le perpendicolari F f, Gg , 
c rappresentate le ascisse corrispondenti per of — f, og = gì 
quindi abbassate le altre perpendicolari Xx 5 \y e fatte ox = 
x, oy = y , dovrà essere 
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(a) . . . • P(>) — F(x) ~ F (ir) — P(/) : P reso dunque 

ad arbitrio un valore per x , dovrem per y trovar qnello che 
soddisfaccia all’ equazione (a) . Ora differenziando una tale e-, 
qnazione cd osservando che il secondo membro è una quantità 
costante data , si avrà d .Fy — d . Fx = o , ed in conseguenza 

— - — — Trr— = — ~ x - — — — : dunque il valore di y in a: 

ci sarà dato dall’ equazione (A) del §. 195 , cioè da 
4 Aa — p ^ 8AE — — sCj *-i* 2£>e ) xy — t- ( 4AL —■ G 1 — - 

a )(* “+■ y* ) “+• = o, ove a debbe determi- 

narsi in maniera, che quando x — f sia y = g: essa dunque 
sarà data dall’ equazione 

( 8 A E — aG J ) /£-_{.( 4 A E - C 5 ) (/» -+ g' ) h- { 4A «+ 

2 C {f ^ g' ) H- 4 E f'g' > « H- ( *fg ~f - g' ) « = o . 

Determinando la costante col metodo del citato § , avremmo tro- 
vato addirittura 

V ( A ■+ C/ - 4 - E/* ) ■+ J ( A -+ Cg -+ tg' ) 

___ 

Se pertanto daremo a piacere un certo valqre ad x , si trove- 
rà subito il valore di y, e l’arco XY sarà eguale all’arco FG.P^S -3 
Essendo 1 ’ equazione del secondo grado , avrem due valo- 
ri dell’ y : uno che sarà al di là del punto a: , e 1’ altro al 
di quà . 

Kimnndo i miei Lettori al" Capitolo Sesto della Sezione II., 

Totn. I Calcolo Integrale d’ Euler ; ed al quarto Tomo della 
stessa Opera . 

§. 198. All’ equazione 

vTÀ^IyTcFj = vTaTb^cF)’ si può darc anchc Ia forma 
semplicissima 

= vTT^rt'r^ » c essendo minore dell’ unità . 
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Qnest’ ultima equazione è suscettibile di una elegantissima for- 
mula d’ integrale completo , la quale credo prezzo d’ opera 
assegnare - 

Incominciamo primieramente da mostrare come si possa fa- 
re una tal trasformazione , e per questo ci basterà prendere in 
esame un solo membro dell’equazione proposta; abbiasi dunque 

1’ espressione differenziale — ~ — — — , e consideriamo i va- 

r; casi che nascono dai diversi fattori della quantità radicale . 

/ Caso. Supponiamo 'che i fattori di A -t- Ha; 1 -*• Car + , sia- 
no immaginar] : potremo allora rappresentare quella quantità per 
a h- 2a(3x'~ cos6 -+• (i'x* , a e /3 essendo positivi , e cos 8 po- 
tendo esser positivo o negativo . Siccome nella formula 

— d * — — la x può ricevere tutti i valori possi- 
vi»* -+ 2 *fix‘cos «-4- fi' x* ) 1 1 

bili positivi o negativi, perciò poniamo x — mtangu: que- 
sta posizione ci darà dx *= m ; , 


dx 


nido» 


</[*' -i-2tt.fi x' coti -*■ fi' x' ) cotto' (a. t -+2*0m' long»' .coi»-*- m* toxf.»*) 


• ___ ludo» 

' »J ( w 4 aa)3» 1 ss» ui* coi \» % .c*s t> -+ /3’«* 4 .seuv^) * 

Facciamo ara m — y / j > ed avremo 

- ■ * ix 1 é* 

V i*‘ -+ 2 *fix‘ coi t -+ fi' k*Ì o/fi* ' V ( cos w 4 •+ 3 ttn to' tot u>* .<■«»-+ se» «• ) 

I dio 

o/fi* . f . i — coi B , 1 

V ■( 1 - — ! .(a unto colto)' J 

- - - ___ I /i 

o/fi* l — COI ) . _ 

[tcn 2 to)’J- 

Si ponga ab) = <p » e si avrà 

dx ^ » £“ 

fi'x') -ìo/fix 1 ,tcap'ì 

. . . * ì d<Q 

20 /fi* ' VI 1 — c'ieo?' ) 
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avendo fatto — ~ f “ - = sen J- = c' . 

33 

Avremmo dunque potuto 1 supporre in principio 
x — V ^ ■ tang. A p > ma non si sarebbe veduta la ragione di 


una tale supposizione . 

11 . Caso . Sia A -+- Bx*' -t- Cx* = rti ( t jp’x 1 ) ( i — 
q' x' ) ; c siccome x non. può crescere al di là -j , porre* 

mo perciò x = — cos p* e -r^ — = c’ : avremo allora, fatte 
le opportune sostituzioni, dx = — ^ sen P^P 
m \J ( ( 1 -t* p'x' )(t — q' x')) = m sen P \/( 14JÌ cos p' ) 


= ^LL^.Ay'C 1 — c’se/jp’), 
ed indicando quel radicale per K 

i* __ c — 

a «j» ' v ( 1 — ** *»» ) 

Se si volesse che la trasformata fosse positiva , converreb- 
be fare cot p = V ( 1 — c* ) . tang. v » ciò Che dà subito 


x* = —i — -, , e si avrebbe 

p' -+ q cot y' 




ix _r rf y - - - 

R mp ‘ V(i — «'««V*)' 

///. Caso • Sia A -4* Bx l -+• Cx 4 = m' ( r -+• p'x ) ( 1 -4- 
55*’) ; se supponiamo p > q> e facciamo x = — 

.•V * 

c* , si avrà 

Jx __ I Jp 

R mp ’ t — f* te» fi' ) 

Caso . Sia A -+ Bx’ ■+ Cx 4 = «’ ( 1 •+ p'x' ) ( x’ — q ) » 
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e facendo * = ~ = c 1 , si otterrà 

dx __ r_ dp 

ìf w ‘ V ( I 

K Caso . Sia A -+• Bx 5 •+ Cx 4 = m'(i — p’x* ) ( i — g 1 x* ) , 
e supponendo p > J » px = senp » — = c » si avrà 

>.r r_ dp * 

B »/> ' V( i — c* /«» P* ) ' 

Questa formula servirà da x = o sino ad x = -j ; il ra- 
dicale B. sarà immaginario da d- sino ad i, ma tornerà reale 
da -i- sino all’ oo . 

In quest’ ultimo caso» bisogna scrivere R’ = m’(p’x* — • 
l ) (q'x 1 — i ) , e facendo qx = - ^ = c , la trasformata 

sar t . .. ~ dp Se si vuole che ella sia positiva bisogne- 

mp ■/(!—»’ *e*p'ì 
rà fare , come qui sopra , 

cot <p = V' ( i — c* ) . tang f , il che dà subito 

a 

■r' —, 1 ~ . e la trasformata diviene 

t* = _L . — rr . formula assolutamente simile alla pri- 

H mp Y(i— t'tnf *) 1 

ma } d’ onde segue che l’ integrale di ~ quando x = j , si de- 
durrà sempre dal medesimo integrale, preso supponendo x < d-. 

VI. Caso . Infine sia A H- Bx‘' ~h Cx 4 = ra* (x* — q z ) X 
(p* — «*); allora x debb’ essere compreso tra p e q . Sia p > q , 

e si faccia x* ■= — ; , c 1 = , la trasformata sarà 

dp 

R mp‘ 1/ (l—f *»«?>*) 
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Dunque si potrà sempre con alcuna delle sostituzioni qui 
sopra praticate ridurre la differenziale 


dx 


— ad avere questa forma 


V ( A ^ Bjt* -4* Cor 4 ) 

— -- , nella quale M indica un coefficiente costante co- 
nosciuto , e c' una quantità minore dell’ unità . Osserviamo' frat- 
tanto , che eccettuato il primo caso , i valori di x' , i quali 

danno la riduzione cercata, sono sempre della forma 

ove i coefficienti sono costanti. Noi eccettuiamo il primo caso, 
perchè la forma del valore di x è nn poco diversa, e per un’al- 
tra parte si può questo caso .scansare , poiché secondo ciò che 
si è detto al §. 15.3, possiani sempre avere due fattori reali, 
il cui prodotto eguagli la quantità sotto del radicale . Se per 
tanto avremo 1’ equazione 

d *- — - = —— — f y - — , la potremo sempre trasfor- 

•VlA-m* 1 -+C* 4 ) V( A-t-Bj* -4-Cy 4 ) ’ 1 1 

mare in un’ altra di questa forma 

M jp , d v 


V ( I — c' stn p' ) 


V( 1 -<■*«» ¥*) 
JY 


— , ovvero 


J p 

V( I — c'sta p') VI I — t' “• f* ) 


Ora osserviamo che sen<p* == A — d un que sostituen- 
do , si avrà . 


Jp 


j'f 


, . — = -, r~ ~ ... ; e ponendo A invece 

ve t-ì+usS) 


di 1 — ^ , B invece di ^ , u per 2 V , z per 2 p , avremo 

(E) 


d% 


‘ du 


V ( A -+ B fesz) V ( A H- B c os « ) 

§. 199. L’ equazione del §. 195 
Tom. III. V 
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t/x ~ vy S1 r ^ nc ® dunque all’ equazione (E) . Per integrare 

quest’ nltima equazione , supponiamo che z ed u siano funzio- 
ni di una terza variabile t , e tali che sia 

( Ù ) ( Ù ) 

TTa^'bT^T) = TTkÌìTÌ. 7] = 1 » cd 3Vrcmo subito 

(g) = y/(A -+BCOSZ), (£) = v/( A h- Bcosm). 

Quadriamo queste due equazioni , e prendendo i differen- 
ziali primi e dividendoli per (^~),(^?), avremo 

= — B sen z , (^-?) = — B sen u . 

dt ' dt 

Poniamo frattanto z -t- u = 2 p , z — « = aq , e sarà 
2 = P 4 7i u = p — q ; quindi sommando e sottraendo le 
due precedenti equazioni , avremo 

2 ( ) = — B sen ( jp h- q) — B sen (p — q ) , 

2 ( J j t ) = — B sen (p -4- q ) -+■ B sen ( p.— q ) > 
dalle quali si ricaverà 

a ) = — B scnp'cos q , a ( ) = — B cosp sen q . 

Si vede subito che se moltiplichiamo la prima equazione per 
la seconda per (^) dt e le sommiamo insieme, avre- 
mo una equazione differenziale esatta , il cui integrale sarà 
< 2 (^) (^) = — lì sen p sen q -*• a> essendo a una costante 

arbitraria . 

Per determinarla , supponiamo che n — o dia z = m i »- 
▼ emo in questo caso 

(J) = V(A4B), 
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(- ) s= V(Ah-B cos m) ) p = q = —> 

' dt * 

< 2 > = 

<2> = 1- — tè">> : 

»(£) (g) = 7 <(£>• - (s)’> = f .(««-— . ), 

% 

sera p sen q = ( sera y )’ = — ; di modo che avremo 
a = 2(g) (-*) H- B sera p sera g = o : si avrà dunque sem- 
plicemente 1 ’ equazione 

2 ( ?,) (£') = — B P se » 2 • 

Quest’ ultima equazione non contenendo costante arbitra- 
ria , dovrà coincidere 0 esser compresa nell’ equazioni 

(g) = \/(A-4-B cos u) , (g) = V'(A-f-B cos z ) , da 

cui siamo partiti ; infatti avendosi 

*(;£) (g) = tO*)* ~ (£)’>’ se sostituiamo per (g) e 
( g ) i respettivi valori , avremo 

3 ( ) ( g ) ^ 4 ^ cos 3 — 005 k ) 1 e questo secondo membro 

si riduce a — B sera p sera g, sostituendovi per z e per u i io- 
ro valori in p e q . 

Dividiamo frattanto per questa equazione differenziale del 
primo ordine, le due del secondo, che abbiam trovate supe- 
riormente , e si avrà 

( ~’P \ . ( W il \ ***1 ( *'1 . ( d P \ (*1\ cot p 

' dt' ' ■ ' dt ' ' dt ’ nvq ’ ' dt' • * ' dt ' ' <it ' »«»/>“ 

Ora di qneste due ultime equazioni , moltiplicando la pri- 
ma per (g)cfr, c la seconda per (g) dt, ed integrando si avrà 
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l(j t ) = Isen q -+■ la , Z(^) = Z sen p -f* Ih, ovvero pas- 
sando dai logaritmi ai numeri , 

(~) = asenqt, (^) = bscnp , a, 6 essendo due costanti 

arbitrarie , che si determineranno, per le condizioni superiori , 
cd otterremo 

( A -4* B cos «1 *f A -f B) * A 4 B co s »•») — 

a = >. a =5 — . 


2 sen ~ 


2 se» — • 
2 


Se in quelle due ultime equazioni integrali ottenute facciamo. 
2(^) = (^) h-(^) = v / (A-+B cos a ) -+■ %/( A -+ Bcos u ),. 
*(?)**(£)“ (") = v / (A-hBcosa)-V( A^.Bcosu)„ 


avremo 


v/ ( A h- B cos s)h-V(Ah-B co.s u ) = 2 a sc/z 5—? , 

V ( A h* B cos a) — \/(Ah-B cos u) = i b sen , 

ciascuna delle quali rappreseuterà 1’ integrale completo della 
proposta . 

Siccome i valori di a e b, contengono l’indeterminata m , 
ciascun di questi valori potrà esser riguardato* anche come un’in- 
determinata in particolare : così considerando separatamente cia- 
. «cuna di queste equazioni , potrà riguardarsi a ovvero b co- ' 
me costante arbitraria ; ma se volesse farsi una combinazione 
qualunque- di quest’ equazioni , converrebbe adoprnrc i valori 
di a e di b , trovati qui sopra , e vi sarebbe allora la sola 
costante m . Si può anche trovare 1’ integrale dell’ equazione 
proposta scevro- dai radicali , per mezzo, delle due equazioni 
. ottenute 

('?) = a sen q , ( ) = 5 senrp : infatti dividendole 1’ una per 


1’ altra , avremo- 


1^1 qrffN _ • ’•» r 

' di ' ' ^ il ' t len f 5 


da cui 
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/ 


b senp ) dt = a sen q dt t 1’ integrale di quest* ultima 


■ dt 


equazione è h cos p = a cos q ~h c , essendo c la nuova co- 
stante arbitraria che dovrà determinarsi , come abbiam sopra in- 
segnato . Così facendo u— o , z = m , p =■ q — ” , si avrà 


c = ( ò — a ) cos ” = 


V( A — 


/f/l ' — 
3 


Sostitnendo ora i valori di a , b , c, e qnei di p e q nell’e- 
quazione b cos p = a cos q — f- c , e facendo le opportune ri- 
duzioni , essa, prenderà questa forma semplicissima 

. VU+B ^J ==cos m ì che sarà 


cos — . cos 1 - sen — seti 

3 2 2 2 


VI A -t- B ) 

I’ integrale completo dell’ equazione 


dt 


da 


V l A -*• B f« a ) 


V ( A -t- B cu a ) 


, contenendo la costante arbitra- 


ria — . 
2 


L’ integrale che abbiam, trovato , possiam considerarlo ap- 
partenere ad un triangolo sferico , i cui lati siano i ~ ” ; 

imperocché la trigonometria sferica ci insegna , che se per P, 
Q , R indichiamo i tre lati di un triangolo sferico ,. e per p , 
g , r i tre angoli opposti , è sempre; 

sen P . sen Q . cos r h- cos P . cos Q = cos R ; così prendendo 
— , — , — per quei tre lati , sarà — -- A il coseno dell’an- 

2 8 3 r 1 Vt A-4-B) 

golo opposto, al lato ” . 

Questo coseno è il valore di ( |5') * quando si fa n = o , 
a =-/»;, così quest’ angolo sarà costante quando lo è il la- 
to-^ , mentre che i, due altri variano . 

§ aoo. Riprendiamo 1’ equazione; 
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— <é±. s= , e supponiamo che fu sia l’ inte- 

A -t- «/ i A -+ B coi M 1 


orale 


di - , e fz quello di 

V ( A -+ B r*j » ) ’ *' 1 V(A-A-Bf«ls) 


avremo al- 


lora quest’ equazione integrale fz — fu -t* a , essendo a la 
costante arbitraria . 

Questa equazione dovrà combinare con quella da noi tro- 
vata al § antecedente , ove m è la costante arbitraria ; per con- 
seguenza la sua costante arbitraria a dovrà essere una funzio- 
ne della m . Sia dunque d — F m , ed avremo fz — fu -f- 
Fm : ma m è il valore di z quando u — o ; dunque , suppo- 
nendo per maggior semplicità che la fu debba annullarsi quan- 
do u = O) si avrà F/n = fm 1 ’ integrale dunque sarà fz = 
fu ~i-f m cui soddisfa la relazione seguente algebraica 


sen — . sen — .%/(' 
2 2 ' 


■ B cot ni ' 


„ 1 ) -t- cos — cos — = cos " : così quan- 

A+B ' a a a 1 


tunque non si possa trovare la forma algebraica delle funzioni 
fz » fu yfm , si può sempre avere una relazione algebraica tra 
le tre qnantità j i, z , m , che renda fz — fu h- fm . 

Si potea giungere a questo risultato ancora con la sempli- 
ce considerazione dell’ integrale algebraico . 

Contenendo esso una generai proprietà di qualunque trian- 
golo sferico tra i tre suoi lati e 1* angolo opposto ad uno di 
essi , le tre qnantità z , u , m saran tra loro permutabili; nell’e- 
quazione dunque fz —fu H- Fzs , dovrà Pm esser tale che 
quelle variabili possano tra loro permutarsi , ciò che non ac- 
caderà se non è Fra = fm . 

Rapporto alle funzioni fz , fu , fm hanno luogo le stesse 
considerazioni da noi fatte qnì sopra ( 196, 197). 

Osserviamo ora che se 1 ’ equazione proposta stata fosse 


dt. 

V ( A •+ B c $s e ) 


’ avicn,m0 trovato q«e^t’ inte- 


grale completo 

cos — cos — — sen — sen — V ( ) = cos ", e 1’ cqna- 

2 2 2 a v A -i- B y 2 1 

zione simbolica esprimente 1’ integrale completo , sarebbe stata 
fz = — fu -4- fn . 
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Così proposta 1’ equazione 

— =f — . = o , il suo integrale sarà 

v'(A + B(Mt) y/ ( A -A- B c 01 u ) 

cos — cos — =t sen 4 sen v'C — ) = cos ~ , ove m espri- 

3 » a * v a+b * * 1 


me la costante cui è eguale z> quando u — o. 
L’ equazione diffeienziale 


dt. _____ 
V ( A -+ B <■»» e ) 


J» 

V ( A ■+ B e ot u ) 


o , ci veniva dall’ equazione 


( § «9» ) 

rfp ~ 

V ( I — c* ttn p' ) 


JY 

V ( I — c' • un Y' ) 


= O , 


allorché dopo avere po- 


sto in quest’ ultima -j — — * — e -j — invece di scnp x , 


sen Y* , si faceva A = 1 , B = ^ , e sostituivansi a a 


2 Y , e z a i 


Se dunque nell’ integrale qui sopra trovato per la prima 
equazioue , tareino inversamente queste sostituzioni, otterremo 
1’ integrale dell’ altra equazione 




V l I —c'sen 9 ’ ) ^ Vt<— c'itnY 1 ) 
cos p . cos y sen p ■ sen Y . ( R 




= o così espresso 


e 

3 


! ) = cos ^ : 


ora supponendo che p = p quando Y = o , si ha zp = m , 
e perciò 1’ integrale prenderà questa semplicissima ed elegantis- 
sima forma 


( E ) . . . . cos p cos Y =* sen p sen y . V ( i — e 1 sen p x ) = cos /a • 

Consideriamo i segni inferiori, e 1’ equazione (E), quando sia- 
no cognite le quantità p , Y , ri darà scmpTe il valore di p , 
che renda fu = fp -+• f'V , cioè la trascendente fp eguale al- 
la somma di due simili trascendenti fp . 

Se noi facciamo p — Y , avremo 

(e) . . . . cos p x — sen p x V ( > — c* sen p') = cos p , ovvero 
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sera — c 3 sera p~ ) }■ = i — cos p , la quale , co- 

nosciuto <p , ci darà per p un tal valore da rendere fp = a f<p, 
c viceversa conosciuto p , ci darà quel valore di <p , che fa 

Io non entro in dettagli particolari sopra la maniera di 
trovare i valori di <p , y , p . 

§ 201. Al § .153. trattando dell’ integazione ideila formu- 
la differenziale 


— r , — — - — , nella quale P è una funzione razio- 
ni» -+$x-p yx' -+ 5 jp* -+ ,* 4 )’ * 

naie di x , veduto abbiamo che essa si può sempre far dipen- 
dere da queste tre formule 



<•> h 


x' Jx 
■ 1 - B** - 


l ** -+ » ) V ( A -t- B*‘ -+ C* 4 ) 


V ( A -4- B*‘ -x Cx 4 ) 

, ed abbiamo anche asse- 


gnati i casi nei quali quest’ integrali dipendono dalla rettifica- 
zione delle due curvo di secondo ordine Ellisse ed ] peritola . 

Facciamo ulteriori considerazioni sopra i trascendenti , i 
quali rappresentano simili integrali . 

La formula - - - si riduce sempre (198) a 

quest’ altra f— — — r- > nella quale M è un coefficiente co- 
1 J V 1 1 — t >•« p ) 


stante, facendo x~ == > e determinando opportunamen- 

tc a ) 1 3 , f , y • 

Usiamo di questa medesima sostituzione nelle altre due for- 
mule per vedere a cosa esse si riducono . 


"a H* j 3 ttn p‘ 


M Jp 


— , e la terza 

A» \ 1 


La seconda Hiviene fi 

J S-byie»p‘ V(l — t x n*P') 
f ^ ^ ; quindi queste due prendono in 

•l ( — "A -+ » ) V 1 I — *■' * >'» P' ) 

' i -+ r p ' 
generale la forma 
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r £? Ora se in questa formula fosse e = o , 

J c-+ru»p' V(l —c'itap') 

essa prenderebbe allora la forma 

/Y L -t- N sen ffl‘ ) — : così le tre formule integrali 

J v J V ( l — t ttn Q* ) 

(i),(s),( 3 ) si ponuo sempre trasformare in alcuna di que- 
ste altre tre 

’ 

< 11 ) /( L *+ N , 

(III) rh^L^’ tn ll £?. a tutte o ad alcune di 

v J J I -+ n un p' V(l — c'stnp') 

queste tre integrazioni è dunque sempre riducibile 1* integrazio- 
ne della differenziale — — — =— : . 

v ( a -+ fix •+ yx‘ + 5 x 1 -+ «*♦ ) 

Agli integrali di queste tre formule il Sig. Adriano Le- 
Gcndre lia dato il nome di Trascendenti Ellittiche , e si è 
occupato , più di qualunque altro , nell’ esaminar la natura , 
ed assegnare la proprietà di queste funzioni (a). Trascenden- 
ti della prima specie sono le espresse dalla formula (I), del- 
la seconda quelle espresse dalla ( II ) , ed in fine della terza 
specie quelle della formula (III). 

Indichiamo per F(p) 1$ trascendenti della seconda specie, 
di modo che sia 

V(p) = d<p, F(Y) = dr . 

Supponiamo che gli archi <p , v abbiano tra loro la re- 
lazione 

Tom. III. X 


( .1 ) A!.- moire tur le» Trjsccn.ltntes Elliptiques par A, {rieri Le-Ccndre 
An. II. de la Republique 
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(E) . . . . cospcosY — seap-senY i/( « — c’senp*) = cos fi, 
la quale conduce a quest’ equazione differenziale 
/ P \ I *¥.. = o : noi avremo allori! 

\ v l V(l -c* >««') vtl -c‘ic»Y‘) 

F(®) ~^ F(Y) dp -+• Cost. Onde ottenere 

1’ integrale di questo secondo membro, differenziamo 1’ equazio- 
ne ( E ) , e si avrà 

— dp sen p cos Y — dY cos p sen Y = d ( seri p sen Y ) . V ( i — 
esenti ), che quadrando e riduccndo, diviene 
{d(senpsenY)}' — {ti? .sen p cos? h- dr.cos psenY}' = 
c' senti 1 { d ( sen p sen Y )}% 

( cos p' sen Y' — sen p % cos Y' ) dp' -t- ( sen p' cos Y* — cos p' X 

sen Y')dY' = c sentì 1 {d (sen p seri v )}' ■ 

Se ora poniamo i — sen y' per cos Y l nel coefficiente di 
dp 1 , ed ì — sen p' per cos p' in quello di dY , e moltipli- 
chiamo tutta r equazione per c , avremo 

c* ( sen Y~ — sen p* ) dp' -h c ' ( seri p ' — sen Y 1 ) dY* — 
c* sen fi {d(senpsenY )} 1 , V equazione (e), toltine i 
denominatori e quadrata , ci dà 

( I — c * sen Y' ) dp ’ -*• adp ■ dY . V ( r — c sen y’ ) >/ ( i 

e’ sen p') — t- ( i — c sen p ) dY = o che aggiunta all’ ul- 
tima, qui sopra ottenuta, ci conduce ad un’altra equazione, dal- 
la quale estraendo la radice , si trova 

( b ) . • . • dp . V ( i — c’ sen p’ ) dY . V ( t — c sen Y ) — 
c’ sen n . d ( sen p sen Y ) . 

Se il valore di dY ricavato dall’ equazione (e) si sosti- 
tuisce nella (6), si avrà 
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Ijt» tf — it n'V')dp _ scn u.dt sen p . scn 'f ) ; ma abbiam trova- 

vi 1 — e* ita t>* ) 

to sopra 

f(o) -+*(’’) = ^ Co “ 5 ^"i 00 

F ( p ) -t- F ( * ) = — N sen n sen <p . sen v -H Cosf. 

Per determinare la costante) rammentiamoci che ’P dee di- 
venire = quando p == o ; dunque Cost. = F(fO » si avià 
pertanto 

F(p) •+ F(y) = F(|*) — N sen n sen p sen ’P . 

La somma dunque di due trascendenti di secondo ordine 
è sempre eguale ad una simile trascendente F ( n ) diminuita 
della quantità algebraica B se« n scn p sen v . t 

Dati dunque due archi p , Y , se ne potrà , per mezzo deli e- 
qnazionc (E)) trovare uno p tale che la somma delle due tra- 
scendenti F ( p ) , F ( r ) differisca dalla trascendente F ( f* ) di 
una quantità algebraica . 

li' inutile a trattenersi nell’ esaminare le conseguenze ri- 
sultanti dal fare le due quantità p , Y eguali tra loro, poiché 
ciò è facilissimo, se avrassi ben presente quanto è stato det- 
to qui sopra . . . 

§. aoa. Veniamo alle trascendenti della terza specie : sia 

dunque 

TT/--.S rL-f Nr wfr* sp 

1 P J J 1 • ita p' V ( I — c* sen p x ) 

u / y ' 1 — /' i^Wt wy sv ed avremo 


TT , - ir r«,\ _ >1 -*■*»»«£ dp *1 — 

H(p)-l-llC^) — J 1 + ì'in p' 'Vii -c'seap')^ J l-+HSt»'V' VI I— »*«•'?*) 


/ 


, df 

(L-fN/>»t>Mli^»"»' y *lyiTrr c »7^q' h l L ~ 4 ' Nu,, ' il ' ,)(l ' v ' ,ff * ; ' ,) vTT^ r i7irv‘) 


1 1 ■+ » ttnp* ) 1 1 - 4 - » ttn t‘ ) 


che si riduce a 


IT ^ s . w / ^ s f ( n — L» yttnp'-u»y‘Wp 1 allorché si 

i 1 ) H- ti(T ) J (i witnp* ) ( i -t* * ttn Y* ) VI l "" c* //*$>* ) 
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faccia 

dY 


- r — ttt = ; —7 — » ovvero allorché si supponga 

VU -c'hhY 1 ) V(i 11 6 

tra p c Y la relazione contenuta (201) nell’ equazione (E). 
Ora in questa stessa ipotesi abbiam. trovata 

— ' * p% \ J . P — — sen n . d{ sen p sen Y ) ; dunque 

H f q \ . JJ / y \ __ f l N -- L»'^ ( tra n* — lem V* )dp __ 

' V ) y ( 1 -+ » sen Y* ) V l • — f * leit } . ( I •+ » >tn p* ) 

r -_[N — t*} J? . tcMj* f acen( ] 0 n fcr abbreviare p = sen p 1 h- 
sen Y 1 , g = sen P sen Y . 

Per ottenere quest’ ultimo integrale * cerchiamo il valore 
di p data per q . L’ equazione ( E ) ci dà. 

cos p cos Y = cos n -t- sen p sen Y . V ( 1 — c' sen /*’ ) * il cut 

quadrato & 

cos p 1 cos Y 1 = cos yS -+ 1 cos 11 sen p sen Y . V ( 1 — c* sen \i ) 
sen p ' . sen Y’ ( 1 — c' sen ^ ) : ma 
cos p' cos Y* = 1 — (se/2 p* ~h sen Y* ) h- sen p 1 . sen Y : =s 
I — p -j- q ; dunque 

1 — p — cos 11 1 -+■ 2 q cos 11 y/ ( 1 — c" sen /t’ ) — 5' c 5 sen #*’ » 
e quindi 

p — 1 — cos /a’ — ag cos /a v/ ( 1 — c’ se/2 ) H- 5’ .©* se/2 /*’ ; 
sostituendo questo valore di p si avrà per tanto 


H (p) -+■ H (y) = C 


( Ln — N > df . trntr 


Cost- 


t 1 COI n V l 1 - C* ■* ) ■+ l"‘ •+ »** "" ,i * 1 ?* 

Al denominatore di quest’ ultima frazione diamo la forma a -t- 
bq -f- cg* , ed avremo 

II (<p) II(Y) = ~ N) /" Cose. 0 ,a determinando 

la costante in maniera che quando p = o, sia Y = ja , e sup- 


•■"V 


T^ioitiZfed Sjt 


i 


1 
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ponendo che I’ integrale cominci quando <p = o , avremo 
H(g) H(T) = 

Quest’ ultimo integrale dipende da archi di circolo e loga- 
ritmi : concluderemo dunque che date due trascendenti della ter- 
za specie H(p)> H(¥),.si potrà sempre trovare un'altra si- 
mile trasrendente H(/*),xhe differisca dalla somma di quelle 
di un.» qnan’itii dipendente dai logaritmi o dal circolo . 

11 valoie di p ci sarà dato dall’equazione (E). 

L’ equazione (ò) trovata qui sopra (201) ci dà 

fdtp v' ( t — c’ scn <p ) -h f dv V ( 1 — c* sen Y* ) = c' sen p X 
sen <p sen 'v -t- Cosf. Ora questi due integrali rappresenta- 
no ( §. 160 ) due archi di Ellisse contati dall’ estremità dell’as- 
se minore e corrispondenti a due archi di un circolo latro so- 
pra 1 ’ asse maggiore; se dunque indichiamo per F(p), F('P) 
questi due archi ellittici » avremo per le cose dette di sopra , 

F(p)H-F(r) = F(^)-f-c 3 sen p scn <p sen e la relazio- 
ne tra i tre archi <p , Y , p corrispondenri ai re archi Ellittici 
F(p), F('f'), F(/x), ci è data al solito dall’equazione (E). 
Se noi facciamo ¥ = tp , avremo 

F( <p ) — -ì- F(/i) =ic’ sen p sen tp' , c la relazione tra tp 
e p sarà 

cos tp' — sen tp' 1 — c* sen p") = cos p ; concluderemo dun- 
que che presi due archi di circolo tp , f* , i quali abbiano la 
qui asseguata rela/ione , corrisponderanno essi a due arcbi El- 


littici F(<p), -b-F(fi), che differiranno tra loro di una quam 


tità algcbraìca determinata . 

Iu generale se si volessero trovare due archi Ellittici che 
avessero 1» diferenza espressa per una quantità alecbraica o 
rss calile in linea retta, presi a piacere due archi circolari 
e mi» a tp , Y , si detcrmirebbe l’arco DE =p per 
m.zzo dell eqmzione (E), e la differenza tra i due archi El- 
littici BM > KN , sarebbe assegnabile in linea retta .*■ infatti es- 


Fig. 1. 
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Fig , sendo BM = F(?>), BK?=F(’f'), BN = F(p), si ha 

F(p) *-f- F(y) — F ( j* ) — c* scn p sen p sen Y , e quindi 

BM — ( BN — BK ) = c’ sen p sen p sen v . 

Se si facesse p eguale al quarto della circonferenza del cir- 
colo = DIA , avremmo tra p e Y questa relazione 

cos p cos Y — sen p . scn 'f'V(i — c 1 ) = o , da cui si avrà 

cot p — tang Y • y' ( i — c' ) , 

c' sen p sen p scn Y = , c però 

BM — ( BA — BK ) = — ** : quest’ equazione , la qua- 

le contiene il Teorema del Conte Fagnani, ricade in quella del 
§ tèi. 

Per più estese Teorìe in questo genere , si legga la sopra 
citata Memoria di Le-Gendre, e la terza Sezione dell’Opera 
del Geometra Ferroni „ De Calculo Integralium cxercitatio 
Mathematica „ pubblicata in Firenze presso Pietro Allegrini 
nel 1793. 
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Continuazione delle Teorìe 
spiegate nel Capitolo precedente . 


§• 203. ■ VRendiamo a considerare quelle equazioni dif- 
J- ferenziali, nelle quali, indicando (^) perp, 

si trova p elevato a potenze maggiori dell’ unità . 

Sia proposta 1’ equazione differenziale 

(^)’ - {- 0 (^) -f- £ = o nella quale * , j3 , $ rappre- 

sentano delle funzioni date di x ed y . 

Risoluta quest’ equazione per rapporto a (~)> siano le sue 

tre radici (£) = q , = r, = *; di modo che la nostra equa- 
zione possa anche rappresentarsi per 

{(£) — 9> {(£) — r} {(£) — *} = o : ciascuna delle 
tre equazioni 

(£) — 9 = 0, (g) — r = o, (£) “ 5 = o, integrata ci 

dirà per y un valore, o in generale una relazione tra x ed y, 
che soddisfarà all' equazione differenziale proposta : si avranno 
in questa guisa tre integrali , ciascuno dei quali .conterrà una 
costante arbitraria , introdotta dall’ integrazione dell’ equazione , 
da cui esso deriva . 

Se noi indichiamo per f (x ,y y a) = o , f (re , y , l) = o , 
f (x y y , c) = o questi tre integrali completi, a,ò,c es- 
sendo le costanti arbitrarie , anche il loro prodotto 
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(A) . . . ■f(x,y,a).f'(x,y ì b).f"(x,y,c) == o sod- 
disfarà all’ equazione differenziale proposta , e rappresenterà an- 
che il di lei integrale completo; infatti differenziando quest’ ul- 
tima equazione, ed indicando per fifif" quelle funzioni, 
si avrà 


/•/«£>-<-(£>(£)} -«■/•/"{<£) -+ (*)<$)} -*• 
f.f {(-jj) {j) (-/-)} = °) che conterrà le tre co- 

stanti a,b,c.. Bicavando di qui il valore di (^)> si trova 



f •/" ( % ) /■/'(-£) 

f •/" {%)■* /•/" ( % ) -+ff‘ ( ' ) 


: se ora sostituiamo 


in quest’ espressione uno qualunque dei tic valori di y dati 
dall’ equazione ( A ) , per esempio quello che ci è dato da f\ x , 
y , a) z= o , si ha subito 





(£■ 
v a* 


questo valore di ( ^ ) , 


combinato con l’equazione f(x,y,a) == o, soddisfa all’e- 
quazione proposta . 

Per farne nn esempio , prendiamo ad integrare l’ equazione 


df — 5 gxdxdy — f- 6g* x ’dx 1 = o . 


Se poniamo (^)dx invece di dy , e quindi dividiamo l’e- 
quazione per dx * , avremo 

g gx 6g ’ x 1 = o . Le due radici di quest’ equa- 
zione sono (£) = a gx, (g) = 3gx, le quali danno 
y = gx* a , y = 5*— — b , essendo a e b due costanti 
arbitrane ; 1 ’ integrali dunque della proposta saranno 
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y — gx* — a = o , y — 6 = 0, 


(y — s x ' — a ) {y — %£ — b ) = o . 


Nella stessa guisa essendo proposta 1 ’ equazione dy* — 
g'dx % = o , si comincerebbe a ridarla a (^)* — g* = 0, e 
troveremmo questi integrali 
y — gx -h a = o , y gx - 1 - 6 = o , 

( j' — gx -t- a ) (.y -t- gx h- b ) = o , nei quali a } b sono due 
costanti arbitrarie . 


La più semplice riflessione sopra ciò che detto abbiamo di 
un’ equazione differenziale del primo ordine e di terzo gra- 
do ; ci basterà per vedere che può estendersi all’ equazioni di 
grado qualunque; così data l’equazione di qualunque grado «, 





Se per mezzo della risoluzione dell’ equazioni potremo trovare 
le sue radici , e queste siano 


(£) = 9» ■(*) = r > (£) = s > (£) = t ec - » rappresen- 
tando gli integrali di esse per 

f(x,y,a ) == o, /(«,>, ò) = o, f'(x,y,c) — o, 
f " ( x ,y , e) = o ec. , saranno quest’ ultime equazioni al- 
trettanti integrali della proposta , cui soddisfarà anche il prodotto 
f(x,y,a) f (a? , y , b ) .f‘\ » , 9 t c) -f" ( x , y , e ) . ec. = o . 

§. 204. Spesso senza ricorrere alla risoluzione dell’ equa- 
zioni , che il più delle volte non può eseguirsi , si ottiene in 
certi casi particolari 1’ integrazione . 

Kappresentando per p la quantità supponiamo che si 

Tom. III. Y 


1£0 MATEMATICA SUBtlME 

abbia un’ equazione tra ar c p . Nel caso che sia più facile de- 
terminare x per p che p per x, si avrà la relazione tra * ed 
y in questa maniera . Sia x — P , bulicando per P una funzio- 
ne data di p , e differenziando si avrà 

cfx==cZx(^)(^), ovvero dx — di? : ma 

dy = ( 4?) dx = pdx ; dunque dy — pdP , e di qui si ricava 

y = fpdP =s pP ■ — fPdp : avremo pertanto x — P, y — pP — 
fPdpi onde le due variabili x,y essendo date per una terza 
p , si conoscerà la relazione che hanno tra loro per mezzo dell’e- 
liminazione della medesima p . Questa relazione sara l’ integra- 
le completo della proposta » perchè conterrà una costante arbi- 
traria portata dal segno d’ integrazione che ritrovasi nel valo- 
re di y . 

Talvolta giova esprimere le due variabili x e p per una 
terza u ; onde più facilmente ottenere il cercato integrale. Ilo- 
sì se noi supponiamo d’ aver trovato x = U , p = V , essen- 
do U , V due funzioni della stessa variabile u , avremo» diffe- 


renziando rapporto ad u , ( ~p u ) du ~ dx = d\J , e dy = 


pdx = VdtJ ; quindi y = /VcZITr allora le due variabili x » 
y saranno espresse per nna terza U, dall’ eliminazione della qua- 
le si avrà la relazione voluta . 

, Per esempio , ridotta 1' equazione 

xdx -4- ady = b\/ ( dx z -+• dy 1 ) alla forma 
te - erp == èy'( i -p p 1 ) » si ha subito 
x — — ap bV ( i h- p 1 ) = P » dunque 

y = p {l>v{ * H-p’) — ap} — -J- op ’ -4* bfdp y / ( i -f*p’); 

e Y integrale sarà il risultato dell’ eliminazione di p . 

Nell’ equazione x' -+• p’ = apx , faccio p = ux » ed ho 
x -+• u'x — au , e quiudi 


= 7 ' r = rSv- 0ra d * = T iw 3 ’ ooae 
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dy = pdx = - * » ed integrando 


y = 


/ 


»’<£•( I —21»' ) 

(I-t-i' )* 



2#’ — I 
' (I -+ «’)* 




> = f 


a»’ — 1 

(1 -+•«')* 


— a’ — l — - 
3 l-H 1 


Cost. 


Quando in un’ equazione differenziale tra x 7 y , e p =2 


(~)> le due variabili x,y compongono lo stesso numero di di- 
mensioni , o quando le equazioni rapporto a queste variabili so- 
no omogenee , allora possiamo auche aver 1’ integrale in que- 
sta guisa . 

Facciamo y = ux ; si manderà via la quantità x per mez- 
zo della divisione , e si avrà un’ equazione tra le due quantità 
a e p , dalla quale potremo determinare 1’ una per 1’ altra . Ora 
essendo y — ux si ha dy = udx -+• arda , e quindi essendo 
dy ■= pdx , sarà pdx — udx = xdu . Quest’ ultima equazione 

ci dà ^ = ~r t » e d integrando Ix = f f~ u » s * avra ™ 9 ne * 


sta maniera x dato per u , giacché supponiamo d* aver sosti- 
tuito invece di p il suo valore in u , per cui diviene ra- 
na sola funzione di u . Trovato il valore di x, si avrà subito 
qnello di y dato ancor esso in u , e saranno in questa guisa 
le due variabili determinate per una terza , dall’ eliminazione 
della quale ne risulterà 1’ integrale completo . 

Quando fosse più facilmente determinabile a per p che 

p per a , allora invece della formula f—~ » potrebbe adoprar- 
si la formula 

— I (p — u) f > che è ad essa eguale . Sia 1* equazio- 
ne omogenea 

ydx — xdy — nx V { dx z h- dy 1 ) , ovvero 


y — xp = nx y/ ( i -f- pp ) . Facendo y = ux e dividendo 


per x , si Iia 
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u — p = n\/ ( i •+ pp): ora essendo 
Ix == — l (p — n) •H- fj~i » avremo 

= - W( i H-pp ) x quindi 

Ix = Cost. — Z/z v' ( i •+ PP) — 1 *+ PP )} > 

e passando dai logaritmi ai numeri c mutando la forma della 
costante , sarà. 

x == ? r , ovvero 

V ( i •+ pp) Ap pp)) H 

C {/( !-+*/>)->}* 

« = 7{T^>77 » ed in conseguenza 


y = 


C p -f A \^ ( I -h pp 1 
V ( ' •+ P P I 


Wc - + pp ) — p r ; così le dne va- 


riabili x ,y saranno date per la terza p ■ Se supponiamo n — i * 
avremo 


c-TVo -+pp)—p'} c 

x =■■ • V T .V»»-' - » » = 7JT Tjf, ’ ^ mndl 

a- = jy { v' ( ih-pp)— p} = .y {y — p}> 


P — — ~ ’ PP == 


, pp H- I = 


I H- — 


(C-»}* 

y' 


i — j- i c , ed infine _y* H* #* = 2 Ca» 

§. 205. Se noi rappresentiamo per s la quantità /V (dx* H- 
dy*) , c sia proposta un’ equazione omogeuea in ue 

otterremo 1 ’ integrale in questa guisa . Facciasi y = ux , s — 
vx , e per mezzo di una tal sostituzione potremo mandar via 
la x dall’ equazione data 5 e resteranno solo le due variabili w, 
e v , delle quali una potrà sempre determinarsi per mezzo dell al- 
tra» Ora essendo 
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dy = pdx , ds = dx^ { i -+• pp ) y avremo 

pdx = udx -f- xdu , dxy/ (t pp) = vdx -+ xdv , e perciò. 


Jx 

X 

dii 


du dx , </v 

p — « ’ * V i i -+/>/> ) — » 


, quindi 


i>-« = vrr^7>T^‘ La , I uantità v è data P er «; dunque se 

poniamo dv = qdu , si avrà 
V(i-i-pp) — v~hpq — qu , e presi i quadrati 
I -+■ PP — ( V — qu y -f. 2pq ( V — qu ) p 1 q* , d’ onde si. 

ricava 

j(v — fu) -*■ 1/ -{" ( v — fu)‘ — 1 ^ 


u = 


' -<* 

— « -i- V ^ V 


• 1 -+ f 


■> . . . 




£jf 


a/«( 1 — f /) 


q v — « - 4 - v' 




du 


?» — » — ( • v — ? » 1* — I »+- q * y y. 


1 -H «K — PO 


; e siccome v e q so- 


no date per u , potremo perciò trovare anche x dato per ]a 
stessa variabile u ,, ed in seguito esprimere la y — ux per la 
medesima u. . . 

Ora qdu — dv ; dunque avremo 


Ix — la — l y/ ( 1 -f- u — v* J — f — 


•S « — 1 »)' — I •* ff "}■ 


1 -+«* — »* 


Essendo poi y = ux , e quindi u = L , se invece di u po- 

X 

niamo questo valore,, avremo la cercata relazione tra a? ed y. 

La quantità fV(dx 1 -4- dy' ) = s rappresenta ( 81 ) un ar- 
co di curva corrispondente alle coordinate rettangole x, y: que- 
sta curva sarà in conseguenza algebraica , se potrà esprimersi 
l'integrale 



MATEMATICA SUBLIME 


«74 


/ 


J« ✓ « -+11^ 


per mezzo dei logaritmi . 


i ■+«* — »* 

Prendiamo come esempio, V equazione 
s r= ax —h f 2y > e facendo y = ux , s — vx , sarà 
v — a ~ì- (ìu, e g = ( jj?) = (3, quindi u — qu — a. Dunque 
lx — la — W { I H- aa — ( * -f- @uY \ — f • 
ora quest’ ultimo termine integrale comporta le riduzioni seguenti 

/'</«V' (** -4-/ 3*-r) f A^U' + ^-i) , , 

J I-4-1»*— («-4-/S»)* y I — *• — a«/3«-4-{I -/3‘ )«• «• * ’"** 

a- — iy f * 

r ' y - I -f *«/3« -4- ( 0* — I ) »* 


/ 




{«t/3*-l)-4-tt/3-v'(«*-<-/3*-i )} {«(/3‘-i)-+* / S-4-v'l« , -4-£ , -l)} 


1 Z ( g *~ *1 - 4- j3 * -l) 

2 l — I )»-*- -*■ V(“* -+/3* -? I) 


: avremo dunque 


7 1 -4-«* — (tt-4- g«V ) » 7 )£■ — n «-t. a/3 — V(“* -4- jQ* — t ) 

* 3 1/3*— I )*-4-a/3-4-vT»*-4-/3* — I) 


se ora 


facciamo u = £ » passiamo dai logaritmi ai numeri , e quadria- 


mo , avremo la ricercata equazione 

** -4- y* — ( <tx -4- py )* ( /3» — ) )j r-4-q/3y — jf^/(a«-4-i3» — i I 

«* (fi'-l)y-t- <t(3x *V(a‘ - 4 -/ 3 * — I ) ‘ 

Indichiamo per P e Q il numeratore e denominatore del 
secondo membro , ed avremo 


*x-+0 y)' PQ ma 

«a Q* ’ 

PQ = ( P ~ « )*/ -+ a«0 ( /3 1 — i ) xy h- ( «* — i ) ( P* — 
l ) x — ( fi' — i ) { ( ax fiy y — x 1 — yy i dunque 


Digitized by Google 



CALCOLO INTEGRALI CAP. VITI. 


*75 


</»*-!) {(«H-ftO*-»*-**} 


jr* -!->* — («» •+£>)* 

aa Q‘ 


, ed in fine 


Q’ = a ( i — j3* ) = Cost. > ovvero 
( /3* — i )y h- a(3x - 4 - a; y' ( a * 4 - 0* — 1 ) = Cost. 

Quest* equazione appartiene alla linea retta . 

Per un secondo esempio sia s = ^ , e si avrà 
v = nu' , e q — inu , quindi 1 -+ u — v' = 1 -+ u — n a 4 , 
v — qu = — nu : sarà dunque 
Za? = Za — Z \/ ( 1 H- — n'u* ) — r 1 •» . e 

quest’ ultimo integrale non può aversi per mezzo dei logaritmi. 
Infine se abbiasi s* =/ H* nx' , ovvero 

v = \/(u' -i-n), e q = , sarà 

1 = 1 — n ; v —qu = , e 

g’ — i = : avremo dunque 

-») - rii ° » -» • 

^ — Z(b^v/(b' 4s)), ed in conseguenza 

V ( ^ 1 ) t « 


V— - 

» — I 


* = fy + </(?> -+***) \ : tutte le volte che JL. è un nu- 

t \ X J » — I 

mero quadrato > 1* equazione tra 1 ed ji sarà algebraica ( a ) 
Sia V = ra > ed avremo n = ; sarà allora 

s’ = y* -f. » crii soddisfarà 1’ equazione algebraica 


(a) Le quantità che hanno ua esponente irrazionale, come per esem- 

• V® • • • 

pio a chiamansi Intertratcenicnti . 
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x n "*' = b {y h- V(y' -+■ ££)}*. 

§ 206. Talvolta si giunge all* integrale completo di un’ c- 
quazione differenziale del primo ordine per mezzo di un arti- 
fizio clic dipende dalla medesima differenziazione . 

Se proposta una equazione tra x ,y, e (^) si dedurrà da 

essa in una maniera qualunque un’ equazione differenziale del 
secondo ordine, quindi se con qualche aitifizio potrem trovare 
un’equazione del primo ordine, che a quella del secondo sod- 
disfaccia , e che nel tempo stesso contenga una costante arbi- 
traria a , allora per mezzo della proposta e della ritrovata in 

x,y, (£-)> a, eliminando ( ~), si avrà una relazione tra x, 

y e la costante arbitraria a , la quale sarà 1’ integrale com- 
pleto della proposta medesima ; intatti tutte ques'e equazioni do- 
vendo sussistere nel tempo stesso, appartengono tutte alla mede- 
sima relazione di variabili . Alcuni esempj reuderan più chiara 
questa Teorìa • 

Sia 1 ’ equazione differenziale 

ydx — xdy z = a v' ( dx' -1- dy 5 ) : se in questa facciamo 
(^■) = p ì sì ha y — px o y/( 1 -f- p*): ora differenziamo 
quest’ eqnazione , ed avremo • 

dy — pdx — xdp = : ma dy == pdx ; dunque 

- xdp => — ^ — , ovvero { — - — x} dp = 0. Quest’ ul- 

r V(i -+PP) W(n-pp) J r ^ 

f ■ \ ^ ■ ■ • . - 1 

tima' equazione ci dà dp = 0 , 

( 1 ) . . . . v p = Cost. = e , (a) ~ x = 0 • 

Se pertanto eliminiamo p con la proposta equazione e con 
la ( 1 ) , avremmo y = Cx H- a \/ ( t -4- CC ) per rappresen- 
tarne 1 ’ integrale completo . Se con la proposta avessimo com- 
binata. 1’ equazione( 2)*, avremmo trovata tra x c y la relazio- 
ne x’ -4- y' — a' , la quale non*pnò ‘tener luogo d’ integrale 
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.completo * perchè non vi si trova una costante arbitraria di nuo- 
vo . Per secondo esempio sia 1’ equazione da integrarsi 

(y -b (n — x)p){m — x) -b (y -+{m — x)p)(n — 

x ) = o : se noi moltiplichiamo quest’ equazione per cip , si avrà 

(> H- ( » — *)p).( m~ x)dp -b(y H- ( »* — ■ *)p)(n-~ 

x ) dp = o , .il cui integrale è ■ v 

(y -b (m — x)p) (y — x)p) — Cost. = €J. 

Se ora per mezzo di quest’ ultima equazione .e della pro- 
posta , eliminiamo p , ne avremo l’ integrale completo in x,y 
e C . Quest’ integrale sarà 

y* — — 4C( • .In fine sia 1’ equazione 

l* • 

(A-)-B«4 Cx’ ) dy % .= ( A h- By H- Cjt* ).dx*j ovvero 
(Ah- Bx H- Cx 1 ) p 1 = ( A H- By -b C y 1 ) . 

Se noi differenziamo quest’ equazione , si avrà 
,( A h- Bx h-.Cx j )- a pdp -b ( B H-aCx ) p’dx = ( B h? 
aCy ) dy y ovvero 

(Ah- Bx h- Cx’) . a dp h- ( B h- jìCx)pdx = (B H-.2Cy)*Zx.. 
.Facciamo ora dp — qdx , ed . avremo 
( A h- Bx h* Cx’ ) 2 q ~b ( ,B h- aCx )p == B aCy . 
Differenziamo un’ altra .volta quest’, equazione , ,e sarà 
(Ah- Bx h- Cx 1 ) .2 dg H- 3 ( B h- aCx ) qdx h- ctCpdx = 
aCpdx , e ridncendo 

(Ah- B* ■+ Cx’ ) . 2 c?q.H- 3 ( B H- aCx ).qdx — o . 

Quest’ ultima .equazione ci dà , integrando e passando dai loga- 
ritmi ai numeri > 

.q ( A-v-f. Bx h- Cx’ )’ == , essendo .* una .costante arbitraria . 
Tom. III. i . Z 
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Sostituiamo il valore che dà quest’ equazione per q , in 
( A -f- Bx Cx l ) . 2 q •+ ( B •+ a'C* )p = ( B 2 C), ) , ed 
avremo 

( b •+ aCjr>V( A4i« -j- fi ?* . Se ora eguagliamo questo va- 
•r (B aCx ) v l A B* -+• G* 1 ) D ° 

lore di p con quello che ci dà 1’ equazione proposta , avremo 

( B h- aCy ) V ( A — i- Bx -t- Cx 1 ) *= ( B -t- 2 Cx ) <y ( A -+• 

By cy ) = 2 * . Questa relazione sarà l’ integrale com- 

pleto dell’ equazione 

( d JL % — ^ 5^i Aj± b *- m : c ^D , il cui Quadrato è la proposta me- 
' dx } VlA-mx-^c**) ■ , . ^ 

desi ma ■ 

v In generale , per dirigersi in qualche modo in questa ri- 
cerca , data un’ equazione tra * , y e p =» ( ^ ) * si ricaverà da 

lei il valore di y , e si avrà per esso una funzione in x e p » 
eioe y =* <p(x,p): iti seguitò differenziando, e ponendo pdsi 

invece di dp , troveremo ■ , 

' > v. > 

a= H- ( ovvera T ; •/ ' « 

(I> - (g)) d * = (2) ^» ° VV ? fÌ - 

» ■ - »... 

= p (— ) : tutte 1® v0 ^ te dunque- che potremo in- 

tegrare quest’ ultima equazione ( che è del primo ordine e del 
primo grado ) > o trovare una relazione tra x e p, che ad es- 
sa soddisfaccia e contenga una costante arbitraria , allora per 
mezzo di quest’ equazione e della proposta, eliminando p, tio- 
veremo la dimandata relazione tra x ed y . _ . •. „ 

Non mi trattengo ad esaminare in quali casi particolari ciò 

possa accadere. 

Per farne un esempio , sìa 1’ equazione 
ydx — xdj = aV (dx’ r+d/ ) , ovvero 
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3 

y . — jpx = a \/ ( I p 5 ) > e quindi 

3 

y = px ~h aV ( i h- p’ } • Differenziando , si avrà 

{ , x H- — — \ dp =r o , alla quale soddisfa 

dp = o , p = Co.s£. e= G , ovvero * h- -5 — — — = o . 

VCI-+P*)* 

L’ equazione p = G combinata con la proposta , ci dà 1* inte- 

3 

graie completo y = Cx -f a^( 1 -r C ! ). ' ! 

§ 207. Un’ equazione differenziale del primo ordine con- 
siderata rapporto alla Geometria , contiene sempre la relazione 
tra una tangente e le coordinate di una curva . Infatti la quan- 
tità p =r ( 4 ? ) esprime ( 79 ) sempre la tangente dell’ angolo > 

che la tangente condotta al punto della curva , cui corrispon- 
dono le coordinate x > y , fa con .1’ asse , ed un’ equazione del 
primo ordine contien sempre le quantità x , y e p . 

Una tale equazione pertanto dà il valore della suddetta 
tangente espresso per mezzo delle coordinate della curva. 

£ siccome la tangente , la snttangente , la normale e la 
snnnormale appartenenti ad un punto in una curva , sono co- 
nosciute quando è conosciuto il valore di (£)* quindi è che 

data nu’ equazione differenziale del primo ordine , si potranno 
avere i valori di queste linee espressi in x ed y , col sostitui- 
re nelle formule che le rappresentano, invece di (£) il valo- 
re che si ricava dall’ equazione differenziale : bisognerebbe poi 
sapere la relazione che passa tra x ed y , onde avere le espres- 
sioni della tangente ec. , solo date per x . 

Quando la curva è conosciuta per mezzo di un’ equazio- 
ne tra x , y ed un parametro costante a , per esempio 

P (x ,y , a) =0, per mezzo del Calcolo Differenziale si pas- 
sa da questa cognizione a quella delle quantità tangente , snt- 
tangente , normale e snnnormale appartenenti ad un qualun- 
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que punto della curva: e viceversa qnaudò: si conoscerà 1’ e- 
spressione di una di queste linee , cioè *q«afldo sarà data una 
funzione f{x,y) di x e di y che eguagli la. detta linea, ed 
in generale quando ricercheremo una curva per mezzo di qual- 
che proprietà ohe appartenga a quantità espresse per a: , y c 

p = (jr)> P er trovare T equazione di quella curva adoprar 

converrà il Calcolo Integrale ; 1’ equazion data infatti sarà una 
differenziale del primo ordine , dalla quale si dee ricavare La 
relazione tra le coordinate x,y, che rappresenti la curva, cui 
conveniva la data tangente y o snttangente ec Per questo. moti- 
vo i primi Coltivatori del Calcolo Differenziale ed Iutegralc , 
bau chiamato Metodo diretto delle Tangenti iL Differenziale,, 
e Metodo inverso, delle Tangenti 1’ Integrale . 

Data un’ equazione tra le due coordinate x , y ed un pa- 
rametro costante a,, per esempio <f> ( x ,y , a ) = o possiam sem- 
pre da essa dedurne nu’ altra tra le stesse x,y e la quantità 

p = (^-), senza che vi si ritrovi alcuna traccia di quella co- 
stante t concluderemo. pertanto che la proprietà geometrica con- 
tenuta* in una tale equazione differenziai© ,, è affatto indipenden- 
te da quel parametro* a , o è la stessa, qualunque valore egli 
abbia: dunque quella proprietà geometrica* appartiene a tutta la 
famiglia di curve espressa dall’equazione <p (x,y,a) = o. 

io chiamo Famiglia di Curve quell’ immenso- numero- di 
curve che si ponno avere dall’equazione p(*,jr»a) = o, 
dando, ad a tutti i valori che a noi piace . 

In generale trovato, per (£) un. valore che appartenga a 

tutte- le curve contenute ia una data famiglia , potremo egual- 
mente avere dei rapporti tra le linee* tangente y suttangente , 
normale e snnnormale , e le coordinate x , y , i quali non solo 
convengano alla curva particolare dalla quale si sono dedotti , 
ma nel tempo stesso a tutte le altre infinite curve della stessa 
famiglia . Cosi l’ equazione differenziale che contiene uno di que- 
sti rapporti » non rappresenta all’ occhio del Geometra una, sola 
curva individuale , ma una famiglia di infinite curve , per cia- 
scuna delle quali quell’ equazione ha luogo ; ed ecco spiegato. 
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cìiS che ho promesso ( Gap. II. ) di mostrare cioè, come le e- 
qnazioni differenziali sono infinitamente: più generali di quelle 
da cui sono state dedotte. 

Per esempio 1 ’ equazione y ' = lax — x T ci rappresenta- 
no circolo» ed individualmente quello che ha per raggio a. Se 
per mezzo della differenziazione eliminiamo questo raggio , a- 

vremo T equazione differenziale y 1 — x 1 = ayx ( ^ ) . Di qui 

si ricava y(£) = - y — ^ • il primo membro- rappresenta 

la sunuormafe ; dunque concluderemo che qualunque sia il rag- 
gio di un circolo » la sunnormale è sempre la quarta proporzio- 
nale dopo i tre termini a* : y -+■ x : ; y — x : sunnormale . 

Questa proprietà che si può ritrovare anche per mezzo del- 
la semplice Geometria , appartiene alla famiglia dei circoli ; co- 
sì mentre 1’ equazione y 1 s= 2 ax — x* » solo dipinge alla no- 

stra mente un circolo che ha per raggio a, quella y(^) = 

1, ce ne rappresenta, uno- qualunque .. 

Prendiamo a risolvere un Problema , i dati del quale con- 
ducono ad una equazione differenziale che bisogna, integrare per 
avere la curva che in quello si ricerca. 

Supponiamo che iln corpo grave liberamente cadendo per 
una data altezza AL = a , ( Fig; 4 ) debba in A incontrare 
una curva tale , che scorrendo nella sua concavità ABC » il 
tempo impiegato nel descrivere qualunque arco AB , stia alla 
lunghezza della corda corrispondente AB nella ragion costan- 
te del tempa per AL alla medesima altezza AL . 

Chiamando AP = x , PB =± y , sarà corda AB = v'(jc , 4y}. 
La velocità del corpo in B è proporzionale alla radice dell’ al- 
tezza a -t- y \ così indicando per v questa velocità , sarà v = 
v' ( a — 1-^> ) ■ Secondo ciò che noi abbiamo detto ( 92 ) » si ha 

v = r rappresentando per s 1 ’ arco AB , e per t il tem- 
po impiegato per 1 ’ arco stesso AB : ora se noi consideriamo 
tet come funzioni di x, avremo- la velocità v = ( — ):( — 1» 
dà cui si ricava 


Fi g- 4 - 
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\ 

{ 1 '+(£)’}» e quindi 

? =/ttvV>' / { , - + (£)’>• 

Siccome nel moto uniformemente accelerato le velocità so- 
no proporzionali ai tempi , avremo perciò espresso da y 'a il 
tempo impiegato a descrivere AL , ed il rapporto tra questo 

tempo e lo stesso spazio , sarà — — — . 

« y« 

L’ equazione dunque da cui dipende il Problema » sarà 

c*£ab = ir .' ovvero Va t = v'C** -*■>’). 

Differenziamo quest’ equazione , ed avremo 


y,.y{.-r(£)’} 

che è un ’ e( I aazione differen- 
ziale del primo ordine del secondo grado . Se noi facciamo 


(^) = p e quadriamo, togliendo in seguito i denominatori e 
riducendo , otterremo 1’ equazione 
a ( x* p' — zxyp - 4 - y' ) = y ( y' p' H- 2xyp -+.**), 
la radice della quale è 

( ccp — y ) \/a ssa ( ar -*• yp ) t/y , che diviene 

( xcfy — ) ■/ a — ( xdx -t- ydy ) ■/ y , avendovi riposta 

(£) P » e tatta se g a ' t0 moltiplicata per dx . 

Per integrare quest’ ultima equazione , si faccia 

y = " , pc = , e si trasforma in -- = — , 

* • ys yB.yio’-y) 


nella quale le variabili sono separate , ed il di lei integrale di- 
pende perciò dalle quadrature . 

Questo Problema è quello della curva isocrona paracentri- 
ca , proposto da Leibniz ai Cartesiani nel 1689. 


Digitized by Google 



CALCOLO INTEGRALE CAP. VII!. *83 

§. 208. Fin ora abbiam parlato d’ equazioni differenziali del 
primo ordine , passiamo a quelle degli ordini superiori : e pri- 
mieramente osserveremo che un’equazione differenziale del secon- 
do ordine è in generale una relazione tra x i y ' 
quindi potrem rappresentare una tale equazione per la formula 

Quest’ equazione avrà due integrali completi del primo or- 
dine , ciascuno dei quali conterrà una costante arbitraria ; 1* in«» 
tegrale finito completo debbo contenerne due . 

Incominciando dai casi più semplici per andare ai più com- 
posti , supponiamo che 1* equazione differenziale non contenga 
la variabile y , sia cioè 

= o; se da questa ricaviamo il valore dt 

(S) , avremo 

d x 

(£;) =/(*t(J)). Ora facendo (£) = />> sì trova 
(^*) = x ,jp ) , ovvero (^)dx = dxf(x ,p) = dp; dun- 
que rappresentando per ~ la funzione /*( x ,p) , si avrà Qdp =3 

Tdx » essendo P , Q funzioni conosciute di * e di p : 1 * in- 
tegrazione pertanto dell’ equazione di secondo ordine 

(^) = f(x , ( Q)) } sarà ridotta a quella di un* equazione 

differenziale del primo ordine e del primo grado Qdp =s P dx 
tra le due variabili x , p . L’ integrale di quest’ ultima dipende 
dalle cose dette di sopra : quest’ integrale sarà un’ equazione in 
x,p ed una costante arbitraria; egli dunque sarà un’equazio- 
ne differenziale del primo ordine , la cui integrazione introdur- 
rà una nuova costante ai-birraria , ed in questa guisa avre- 
mo l’ integrale della proposta completato con due costanti ar- 
bitrarie . 
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Per esempio . Sia 1* equazione 

(£o 

(g) = 




X , essendo ;X funzione di x . Si ricara subita 

* A 

? e perciò dp = V cfx t ovvero 


— y ; ecl integrando si troverà 
J" y -+• Cost. 


yu + p‘1 
Sia 


'% i 

ia V =y^ H- G , e s i avrà ^ ~ — -~vvj » q°indi 

*** « dy = y(| V -v v)> •> =/vTr^v) Cosf - 

Quest’ ultima equazione tra x ed ^ , sarà 1’ integrale fini- 
to completo della proposta. Supponendo X = ^ , si ha 

y = y»£? — i ed in seguito 

«y = f — j= ^ h- c . 

Da una tale . equazione è rappresentata la curva , nella qua- 
le i raggi di curvatura seguono la ragione inversa delle ascisse . 

Per un altro esempio sia P equazione 
adxdy' x'dxd’y = nxdy \/ ( dx* a'ddy ’); se poniamo 

(4? ) dx , dx 1 per dy , ddy, e la dividiamo per dx ’ , avremo 

o(g) ? H-«’(0) = nx(£)V{i -fV('g)}, ovvero 

opVH- *’(g) ==».9xpy {i -+ a 1 (g)} .- . questa è un’ equ^zio 
jie differenziale del primo orbine tra le due variabili x ,p , e 


Digitized by Google 



CALCOLO INTEGRALA CAP. Vili. I-85 

di un grado superiore al primo . Essa dunque appartiene alle 
Teorìe sopra spiegate . 

Consideriamo adesso il caso in cui non si trovi nell’ equa- 
zione differenziale la variabile x , ma la y , e sia 1’ equazione 

*0”CaMS» = °- 

In quest’ equazione i differenziali sono presi, relativamente 
alla variabile x : permutiamola dunque in un' altra , nulla qua- 
le le differenziali siano relative alla variabile y ; per questo 

(73) noi faremo nella proposta — J x — invece di (~) , e — 
( ^ )* invece di ( ^ ) • essa diverrà allora uu’ equazione 


in y 1 la quale rientrerà nel caso qui sopra trat- 

tato, giacché se faremo p = (£) , avremo un’ equazione in 
y , p- e come superiormente l’avevamo per x ,p e (^)- 


§. 809. Se ia un’ equazione differenziale del secondo ordi- 
ne in x , y , dy , dx e ddy le variabili x , y entrano in tal 
maniera , che considerando come quantità di una dimensione so- 
la le ddy , dx , dy , ed attribuendo a ciascuna delle variabili 
x,y nna dimensione, i termini dell’ equazione abbiano lo stes- 
so numero di dimensioni , suole a quest’ equazione darsi il no- 
me di omogenea ; così 1’ equazione 


a' ddy -4- ydy ' -4- x dx' = o è un’ equazione omogenea , ed o- 

gni suo termine ha tre dimensioni . 

E' facile vedere che ridotta l’equazione differenziale ad es- 


ser formata delle quantità x,y, la nostra defini- 

zione ricade in questa ; 

„ Dicesi omogenea un’ equazione differenziale del secondo 


ordine , quando attribuendo a ( ^ ) = p nessuna dimensione , 

' dx * 


Tom. III. 


A a 
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a (^) = q mia dimensione negativa, ed alle variabili x,y 

tina dimensione per ciascuna , tutti i di lei termini han lo stes- 
so numero di dimensioni „ . 

L’ equazioni che godono di siffatta proprietà , ponno sem- 
pre ridursi a dipendere dall’ integrazione d’ equazioni differen- 
ziali del primo ordine ■ 

In queste equazioni omogenee facendo y = zzar , q = L , 

per mezzo della divisione si eliminerà la variabile * , di modo 
cbe il criterio di tali equazioni sarà il seguente „ Ridotta un’c- 
qnazione differenziale del secondo ordine a non contenere , che 
le quantità x , y , p , q , se da essa sparirà la * facendovi y — 

zzar, q — — , e si otterrà un’ equazione i a u , p c v solamen- 

te , la proposta sarà allora omogenea ,, . 

Data dunque uu’ equazione di tal sorte , incomincieremo 
dal toglierle 1’ aspetto differenziale , introducendo in essa p e 

q ; quindi fatto y = ux , q = » ne scacccremo la x per mez- 

zo della divisione , ed avremo allora nn’ equazione tra u , v e 
p , dalla quale si determinerà mia ili queste quantità per mez- 
zo delle altre due ; in seguito osservando cbe dy — pdx , si avrà 

udx h~ xdu = pdx , dalla quale ricaveremo — = : per 

* p-« r 

un altro verso essendo dp == qdx , avremo dp = da cui , 
— = — . Eguagliamo i due valori di —, ed otterremo — - = 

^ , ovvero 

V 

( E ) . . . . vdu = pdp — udp . Se ora invece di v poniamo 

in (E) il suo valore dato per p e per «, avremo un’ equa- 
zione differenziale del primo ordine tra le due variabili u, e 
p , l’ integrale della quale ci darà p espresso in u . Ciò otte- 
nuto , corremo il valore di p nell’ equazione = — — - , ed 

* * X p H 
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avremo per mezzo dell’ integrazione, a* dato per u ; se infine 
in quest’ equazione porremo ^ invece di « , si avia 1 integra- 
le completo della proposta , il quale conterrà due costanti ar- 
bitrarie , introdotte dalle due integrazioni che avrem fa te . lutto 
le volte dunque che V equazione (E) del primo n. dine potrà 
integrarsi , sarà anche integrabile 1’ equazione del secondo or- 
dine'' proposta . Un esempio schiarir» la 1 eona . 

Sia 1’ equazione 

x'ddy = xdxdy — t- nydx . Questa si trasforma in 
K q = xp -f- ny , nella quale porremo y = ux , q == — » ed 
avremo v — p -4- nu . L’ equazione (E) pertanto sarà 
(p nu )du = pdp — udp , ovvero 
nuda -4- pdu -i- udp — pdp > il cui integrale è 
^ p U = H- — . Quest’ equazione ci dà 

p = u v/ { C -+(«-+• avremo dunque 


i* 

x 


du 


V {c 


Ix = 


-H i • -+ I ) •’ } 


, ed in conseguenza 


, ovvero 


Vi»-*-*) D 

= uV(n-+ i i)«}, essen- 

do D e C due costanti arbitrarie . 

Quest’ integrale si riduce anche più semplice , e diviene 

V'x*' /{ *'* ìì _ a Tl* V( ’' +l) .uv'(n-4- i) = C, e mutando 
la forma delle costanti arbitrarie , cioè facendo D = AV(n + i)-> 


C = B ( n — T* i ) » 

. u = B. Infine sostituendoli va- 
lore di u == 4 in quest’ equazione si ha l’ integrale completo del- 
la proposta 
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AA»’'' 1 '*'" - + 


y = B , ovvero 


y 


B t — V ( ■ -+- I ) 

- — - X 
2\. 


A * -W( * -«r I ) 
TX y 


ovvero 


y = E* I ~ V( “*' ,, H-Fx l ' Vs/t *' f ”, indicando E,F due co- 
stanti arbitrarie . 

§. aio. Taluna volta 1’ integrazione di Una equazione dif- 
ferenziale di secondo, ordine si riduce a quella di una di pri- 

mo , facendo y = x u , p = x t , q — x v y essendo v, 
t , u quantità variabili , ed n un esponente costante iudetermi- 
nato : ciò succede quando una idonea determinazione di n y fa 
sì che la x si trovi elevata in ciascun termine alla medesima 
potenza ». e quindi po-sa |H?r mezzo* della divisione farsi spari- 
re dal calcolo . Infatti essendo dy = pdx , dp = qdx , quelle 
supposizioni ci daranno xdu H~ nudx — tdx > xdt — f- ( n — 
i ) tdx — vdx r dalle quali si ricaverà 


il = —s ÌL , c quindi 

x t—nu v— (* — I)* 

(A) . . - . { v — (» — - i ) t } dii «=■ ( t — ftu ) dt: ora fa- 
cendo le dette sostituzioni nella equazione proposta in x , y , 
P y e q » ed andanriósene la variabile x * resterà un’ equazione 
in Ut t e v'y dàlia quale ritroveremo v dato per t e per u » 
che sostituito nella (A)» ci coudurrà ad integrare un’equazione 
differenziale del -prima: ordine tra due variabili u,t . Fatta una 
tale integrazione , avremo t dato per u e quindi dall’ equazione 

il — **-— '1 anche x dato per u , fed anche per y quando in- 

X t - »* 

vece di u vi si ponga il sna valore ^ . 

Qnalcbe esempio schiarirà la Teorìa. Sia proposta l’equazione 
x'ddy = aydx' H- bxdxdy : poniamo q , p invera di (—*) » 
( Q ) , ed avremo 

x’q s= ay bxp . Se ora facciamo y = x u y p — x t » 
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• — a 

q = x v , troveremo* 

x".v = ax" u -h bx" t r e dividendo* per x" > v = au H- bt. 

L* equazione (A) , si ridurrà allora alla seguente 

{au -+ ( 6 — * # *f * ) f } du *= ( t — nu ) dt, che è un’ equa- 
zione del primo ordine tra due variabili r e die si può integrare. 
L’ equazione del secondo ardine * 

*"(***) a y* ( ^ ) —° P er mezz ° delle sostituzioni qui so- 
pra u«a‘e , diviene 


m-t-m — 3 
X 


«fi f* 

u -4. ax u . 


*■ — » »' 
* f 


= o , dalla quale svanirà la x , 


se sarà m ~h n — s = 4 »n — », ovvero* n = 2!-±J — ? . 

- fi-t-» — 1 

Dato questo valore ad n, si avrà v = — au^t* , ed in con- 
seguenza per questo* esempio 1 ’ equazione ( A ), diverrà * 

( t «— nu ) dt -b (au t -f- ( n — 1 ) t )du = o dall’ integra- 
zione della quale dipenderà quella della proposta . 

Quando nn’ equazione differenziale del secondo ordine ri- 
dotta ad esser funzione di x ,y , p e q , è tale che le quanti- 
tà y ,p ,q compongono in ciascun termine lo' stesso numero di 
dimensioni , essa può sempre ridursi all’ integrazione di iin’ e- 
quazionc del primo . Se infatti faremo p = uy , q = vy , si tro- 
verà in ciascun termine dell’ equazione la medesima potenza di 
y, e per mezzo della divisione togl endo questa variabile, si ot- 
terrà un’ equazione tra x , v ed u , dalla quale si potrà deter- 
minare v per mezzo delle altre dne x , u ; ora si ha dy ~ 
pdx ; dunque dy = uydx : così a cagione di dp = qdx , sarà 
dp = vydx = udy «4- ydu , ed in conseguenza 

è = udx , y — : eguagliamo questi due valori di ^ , 

e si troverà 1’ equazione del primo ordine du -4- u’dx = vdxt 
la quale conterrà solo le due variabili a ed x, allorché vi a- 
vrem sostituito invece di v il suo valore in x , u dato dalla pro- 
posta . Integrata quest’ ultima equazione , avremo il valore di u 
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dato per x , e quindi ly = f udx . 

Per esempio . Sia da integrarsi 1* eqnazione 

xyddy s= ydxdy -f- «cZy -p a questa dando la forma 

tryq = yp *+ »p* H- » si vede clie in ciascnn termi- 

ne le variabili y ,p > q compongono due dimensioni , così css^ 
può trattarsi per la regola sopra spiegata . 

Facciasi dunque p — uy , q — vy , e si avrà , dividen- 
do per y 1 

vx = u H- xu* -f. — , cbe ci darà 
vi *•-**» 

du -t- u'dx = — - ~b udx h *— — dx , ovvero 

X V»« — * ) 

f J “ ~ ** - = — tx — — , il cui integrale è 

»’ vi-»* — **) 


C — * = 

m 


— b v/ ( a’ — * m ) , 


ovvero 


Sostituiamo nuesto valore 




ly = /* . 

v y «h-*v (-*-»*) 

Per ottenere quest’ ultimo integrale , poniamo 
V'( a 1 — «*)=£) e sarà xdx = — fdf , quindi 

ly J c-+bt J b *■*'./ f(c-t-it)’ 

Zy = — y -f- y Z ( C -4- bt ) -i- ZC' , essendo CT nn’ altra co- 
stante arbitraria . 

§. all.* Il metodo del moltiplicatore ba luogo ancora nell’ in- 
tegrazioni delle equazioni del secondo ordine: eccoci a parlarne. 


Rappresentiamo per (-0) H- f (x ->y >p ) — o, essendo 
p = (y) nna equazione differenziale qualunque del secondo 
•rdìne > e dimostreremo che per mezzo di un moltiplicatore potrem 
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sempre renderla una differenziale esatta . Sia infatti 1’ integrale 
di quest’ equazione F ( x > y , p ) = a > indicando per a la co- 
stante arbitraria , e si avrà 



o , ovvero 


Essendo svanita la costante a , quest* ultimo risultato de- 
ve essere identico con la proposta , ed avremo 1’ equazione i- 
deutica 








d»‘ 


(-) 


ovvero 


<£) {<£> -/(«o’.rlj-t f) - (f >p - (£)(£)-<» 

Ma il secondo membro di quest’ equazione è una differenziale 
esatta ; dunque anche il primo sarà tale ; dunque la proposta 

moltiplicata per (^)> sarà una differenziale esatta. Questa quan- 
tità ( ~ ) è il moltiplicatore di cni si parla . 

Siccome poi la proposta moltiplicata per (f~?) è eguale al- 
la differenziale esatta dF , è chiaro che anche moltiplicata per 
T ( F ) . ( d ~ ) , diverrà la differenziale esatta di una funzione di 

F; così la formula Y (F) . (^ ) , nella quale Y(F) rappreseti- 

dp 

ta una funzione qualunque di F esprimerà tutti gli infiniti mol- 
. tiplicatori , che rendono integrabile la proposta . 

Trovato dunque con qualche artifizio un fattore N che ren- 
da la quantità N -j- differenziale esatta = du f 

la formula che rappresenta tutti i fattori, sarà 
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Questo ragionamento si estende anche all’ equazioni diffe- 
renziali di qualunque ordine. Indicando per (~) f = o , 

nella quale / è funzione di x , y , ( ^ ) = p , ) = g, 

( ) = t , la differenziale di un ordine n‘ im * , e rappreseti 


tando il suo integrale primo per 
F = F ( ac ,y ,p f) = Cosi . , si avrà 



zione identica 


e quindi 1’ equa- 


(2) {(g) = + 

(!~ )t = dV ; dunque la proposta (^) h- .f = o molti- 
plicata per (^) è .una differenziale esatta; essa lo sarà anche 
moltiplicata per T(F).(^?), ed in conseguenza quest’ ultima 

espressione rappresenterà la formula di tutti i moltiplicatori , 
che rendono integrabile la proposta . In somma quanto abbiam 
detto per le .cquaz’oni del primo ordine a -questo proposito , ha 
luogo per quelle del secondo e dei superiori . 

Ma come potremo effettivamente trovane T idoneo moltipli- 
catore che renda integrabile un’ equazione del secondo ordine ? 
Insntniatno con qualche generalità questa ricerca . 

L’ cqnazione ( d j£) h- -o diviene :( q ~bf) dx o , 

•facendo q = ( j~) : ora sia N funzione di x,y ,p il fattore 

per cui mioltiplicara la proposta , si renda essa integrabile , ed 
allora N (q~bf)dx, dovrà essere una differenziale esatta. 
Al §■ 17. .abbiamo assegnato il -criterio perchè fòdx ' sia una 
differenziale esatta , essendo .0 una funzione di x ,y ,p ,q ; se- 
condo dunque ciò che è stato là dimostrato , avremo per dctcr- 
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minare N quest’ equazione 

- o. 

Eseguiamo le differenziazioni , c troveremo 

«<•(*> * O 'S> -/<£ 

*(S)-(£) (£):-► {/-i. {£)> <* ) - .{(£) •+ 


’ *?»<£> - - o, ■ 

siccome poi le funzióni IV ed y non contengono q, dovrà dun- 
que annullarsi da se medesima la parte moltiplicata per q, e 
1’ equazione superiore si spezzerà in queste due — 

( = Cf) ^ O-Vp (gl - 

'* N ('’•'■) = o, : 
v <yp‘ ’ 


* - •* • ; . . • * * * ‘ v. . • . 


Jxip* 

1 1 r < 1 


</»N 


<f ) - «ìéì •+*&>-< cg».» 

1’ equazioni ( i ) , ( a ) sono del secondo ordine alle differenze 
parziali, e duvieLbe trovarsi per N una tal funzione di x ,y ,p 
flie nello stesso tempo soddisfacesse a queste due equazioni : in- 
feliecmente peto lo stato attuale deli’ Analisi é ben lontano dal 
poter generalmente soddisfare a questa ricerca, per la quale ba- 
sterebbe anche un valore particolare di N . 

Per. esempio. Sia. l’equazione semplicissima' 

ij-,) = q. Avremo in questo caso 


Tom. III. 
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f = P 


2r -*• T 


a* •+ i ( w 






— P 


che dovranno sostituirsi nell’ equazioni (i),(a). Ora osservo 
che se si suppone N solo funzione di a: , 1 equazione (i) è 
identicamente nulla » e ci resta per determinare N 1 equazione 


( ’i a * -*• 1 _u N = o , cui soddisfa N = tc* : 

' dx' ' **'■<**•' ** 

dunque tc’ sarà il cercato moltiplicatore , ed in conseguenza 
f eqnazione 

x' (p-,) -t - IX {Q) H- (f x ) = O è integrabile da se medesima „ 
Quest’ integrale è *’(£) -+•/ = Cose., e la fòrmula che con- 
tiene tutti i moltiplicatori è • 

§. 212 - Trovato dunque un idoneo moltiplicatore» sia 
-}- Meta’ t=s o una differenziale esatta , c facendo ( ~ ) = 
{ — ) i avremo N dp — t- Bici* = o; ora il primo termine Ntip 

dee necessariamente risultare dalla differenziazione dell integra- 
le per rapporto a p -, dunque 1’ integrale della proposta sarà e- 
gdale a /"Nc/p più una funzione di x e di y » dalla quale dee 
dipendere 1’ altro, termine Mdx . Se indi chiù aio quest’ integralo 
per u t avremo 

u = /Ndp~-f- V-, essendo V = <p(x , y ) • 

Per determinare la funzione . V » opereremo in una manie- 
ra analoga "a quella usata (i8a). In questa guisa tioveremo 

du == K dp -V dxf(^) d P •+ dyf{ J dd)dp + (£)dx {% y ) dy 

che dovendo essere eguale ad ìHdp -{• BIcfar , ci darà 

M=/(g)dp-»-y/(f)ii>-^(g)-f (f)P' 11 i” al0 e ‘ 

qnazione debb’ essere identica.' Differenziamola per rapporto a 
p , ed avremo 
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<£)«( ^ cui si ri- 
caverà 

(g) = (™) — (g) — Cg)P — sostituiamo que- 
sto valore di ( ? ) nell’ equazione identica , e si troverà 

(5) = M ~ *+ (2 )p -k")p’ ~/(~) d P- ; 

Ottenuti i due valori di ( — )>(?)> si avrà il valore di 
V prendendo 1* integrale di 

dV = (g)<fc CH .(ff )<Jj , = {M-(*)jn.'(g)p ■+ 

/(f Facciamo un esempio: 

Per mezzo dell’ opportuno moltiplicatore siasi ridotta una 
differenziale esatta quest’ equazione 

{»* -t- *7 <£)}<*>-** = °» e 


vogliasene 1* integrale . 

Data questa forma all’ equazione . ... 

( a ? 1 H- ayp ) dp <4* ( 3 xp -+ p’ y) dx = o , si avrà N -=» 

a : 1 -+• lyp , M = 3 *p « 4 - p’ -t* y ■ sarà pertanto 

u — f TX dp -+• V = x'p « 4 - yp * — h V . Per determinare V si 

avrà r • 

• 4 

(?) = 3*P H* p* -+ > - gxp - 3 jp’ * 4 . axp -h ap' -uxp ==? , 


( 7 ^) = 3 X — 3P' — a» — op* p l — a: , e perciò ri 


= ydx h- ardy , V = xy -f* Cosi 




PO' 


L’ integrale cercato sarà dunque , , ~ i " 


«'> \ . 


<?■) 
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x p. -h yp' -P xy — H Cost ■ == o . 

liti* equazione differenziale del secondo ordine ha dne in-, 
ferrali completi di primo -, così se noi indichiamo per z = Cost., 
.e per u — cost questi integrali , e per N ,N i moltiplicatori 
pei quali si ha N ( dy -t -fdx') == dz , N'( d'y -+■ fdx') = 
dii, avremo, le due formule N<p(z), N'p'(u) la prima delle 
quali esprimerà la serie dei fattori che rendono la proposta u- 
na differenziale esatta di una funzione di z ; e la seconda la 
serie di quei che rendono la proposta stessa una differenziale 
esatta di una. funzione di u \ sarà quindi 

N(p (z).(djy -f- fdx') = F(z) 

• ( dy -yfdx' ) *=a F'(m) 

Sommando queste due equazioni , si avrà 
{ N^( 4 ) -t- N-V' ( u >} ( d'y H-/ dx' )*= F ( z ) H- F ( u ) d’ on- 
de si deduce, che N$>(z) h~N>(«), sarà > una formula più 
generale dei fattori che rendono integrabile 1 equazione . 

• 1 ’ Supponiamo ora, che indicando per Y una funzione di z , 
u, si abbia l’equazione 'f' = Cost- , e differenziandola , avremo 

fiditi® = o.,_e ponendo per dz e per di* i loro 

v j* ' ** ' ' -V. J - " - 


valori . . 

N ( dy -hfdx' ), N' ( d> Hr/dtrl ) , sarà 

{ N = o: dflnqne 

tra formula più. generale jJelìa precèdente , e che le comprende 
tutle entrò' di si , *pcr eS^nirffetè .i fattori , i *qnali rendono in- 
tegrabile la proposta , e questa sarà 


n 


ite si avrà un’al- 




.< - 


§. s r 3 . Supponiamo che il . fattore N non debba contenere 
p , e che la proposta del §• 3H sia ., ..... ... , . 

<gt) •+ «(*)• •+ 0 **.? >*. 9 ****"° 
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«0J0 x,y senza p . In questo caso si ha 

f = a/.’ -h Pp y t e quindi ( -J- \ — 2*p H* (3 » ( jp) = 2« ; 
<£> =/>•(£) + 




• dy \ 




dxdp 


d ±' 
dx ‘ 


■di)' 


‘ dx ‘ 
'di) i 


(.^Z ) = 20 (*) H- (-); 

sarà poi ( ) = o : le equazioni ( i ) , ( a ) del §. a 1 1 pertan- 
to diverranno ( — ) — »N = o , 

<&-Kg)~r(&~ {<£> - Cg» V ~ V {(g) - 
*<g> - (*> N > -r' <(y>- *!?) -<g> N > “ ”• 

la seconda delle quali si riduce a quest’ altra più semplice 

( 3 ) ■ • <£)'-«£) H-V(£)- N = ° 

per causa di (Z?) — «N = o , che ci dà ** 

(g) - •(£) - (g)N = v 

i&’-tigih (g) N ^^-^-V‘r. ,7‘ 

ì » Dall’ equazione: ( ) — : *N = o 'si ricava 

e per conseguenza 

<g> = /*.. P(x), 


.1 


(g)= {(£)'-<• /(£)4r • r (*)> - 
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f'J) = «''“"{<£) •+ »/(£)«■ (£) ■+ {/<£)«’}* x 

F(tf)-p/(^)d[y-F(*)}: sostituendo questi valori nell’ e- 
quazione ( 3 ) » si avrà 

(4) • • ■ • (g)n- <»/(£)«■ -P> (g)-v{/(g)<?r •+ 

[/(g) dx r - p/(g) «■ - .y -<g> - (g)> p(«)= o. 

Si procurerà che in quest’ equazione le j/ dispariscano * 
per il che avremo molte equazioni , le quali dovranno ridarsi 
.ad una sola , poiché non vi è che una sola indeterminata , al- 
trimenti non sarà vero che la proposta possa divenire integra- 
bile , essendo moltiplicata per un làttore funzione di a: e di y 
solamente . 

Per esempio , propongasi 1 ’ equazione 

** ■+ 7- = o P er sa P ere 8e essa P aò 

divenire integrabile , moltiplicandola per un fattore funzione sol- 
tanto di x e di y . In questo caso si ha a = — , /3 = — y = 

fgjm 

ì, ed e = y % . h,' equazione (4) diverrà in conseguenza 
(g?) - a -^(g) H- f(*) = 0 . ovvero 

} {*’(£!) — 3 *(g) H- 3 F (*)} — 2*(g)-t-6P(*) = Oi 
e siccome y dee disparire da quest’ equazione, si farà 
*(£) = 3F(*)> — -3*(g) *+■ 3F(*) = o, ed a- 

vremo dalla prima F(ac) = ar , > (^) =, 3*% (££) = 6 j;, va- 
lori che sostituiti nella seconda vi soddisfanno ; dupque si po- 
trà rendere integrabile la proposta , moltiplicandola per un fat- 
tore N funzione soltanto di x e di y Questo fattore poi sarà 
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N = e ^F(x) = x'y' : così la quantità 

*y (jp) dx ■* {* x '’y Y “*■ (a*> •+ 3*Y ) (£) ■+ 2*/} dx 


sarà la differenziale esatta di una funzione differenziale del pri- 
mo ordine . 

Per ciò che ahbiam detto al §. antecedente si trova 1 ’ in- 
tegrale di questa differenziale esatta , e si ha per 1’ integrale 
della proposta equazione > 


x y ( ^ ) h ~ xy *■+• Cost. — o « 


§. a 14. Più per esercizio di calcolo che per vantaggio che 
sì ritragga nello stato attuale dell’ Analisi da queste dottrine , 
io mi tratterrò anche un poco . 

Sia proposta 1 ’ equazione 


(~) -h j ( ~Y -h = o , e supponiamo che il moltiplicato- 
re , per cui essa diviene integrabile , sia Mp* H- M p -4- M" in- 
dicando per M , M' , M" delle funzioni di x ,y senza p da de- 
terminarsi . , 

Ciò posto, facciamo le opportune sostituzioni nell’ equazio- 
ne ( 1 ) del § a 1 1 , e si avrà 


aM" . /«/M'-w 24M* 





• -^ 4 ( y p* = o : ma M , SI' , M" non contengo- 

no p , si avrà dunque 

3(f)~fH. a (#>=o, ; - ' 

2 ( ~) — — C h- (^-) — — 0 > dalle equazioni do- 

vrem trovare i valori di M , M' , M" . Integrandole nella sup- 
posizione di x costante, si ha dalla prima M =_jdF(x), dal- 
la seconda INF = y'f(x) — ^ (^), e dalla terza M"=jp(x) — 
“ (£) S (££) H- ax f F (») > indicando per F(x) ,/(.v)> 
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p(,.v) tre funzioni arbitrarie di x- 
Sarà dunque il moltiplicatore 

N =//F(*)h- / P /( x)-^(g) +>?(*)-£(£)-(- 

.£<g)-WF<*), ... 

Iie tre funzioni arbitrarie debbono determinarsi in manie- 
ra , che sia soddisfatta 1’ altra equazione ( a ) «lei citato para- 
grafo ; per questo basterà fare F ( x ) = 1 > f i x ) “ 9 » P (x) = o : 
sarà dunque N = y'p ’ -+• axy 1 ’ idoneo moltiplicatore, e l’e- 
quazione 

{/(*)*-*«/ 

sarà integrabile esattamente . 

Rappresentiamo 1’ integrale di quest’ equazione per 

~ y’ ( — 1 ! — b oxy J f 1 -b V essendo V" una funzione di x , y 

3 •';'<**' < '« ; . < • )'■ ^ 

e costanti . 

Differenziando e paragonando , avremo 
dV — — ay'dy -b ax'dx , e quindi J . 

v = — a! H- •+ Cbsfi 

3 • 3 

Sarà dunque 1 ’ integrale completo della nostra equazione 
del secondo ordine 

/(£)’ •+ 3ox/(g) — a/ -b«V.-b 3 C = o, . 

* I I . c * - 

E qui termino di parlare del metodo del moltiplicatore , 
reputando inutile ogni ulteriore, sminuzzamento , e rimandando 
per questo al Calcolo del Sig. Euler . 

§. 215. Per poco clic si rifletta sopra i metodi d’ integra- 
zione adoprati nelle equazioni differenziali del secondo ordine, 
concluderemo quanto a questo riguardo è grande la povertà dell’ A- 
nalisi , di modo clic rare sono quelle equazioni differenziali, le 
quali prese all’ azzardo , o condotte dalla soluzione di alcun 


}■(£)-<-/<*>•- ««w (£>••* « v . 
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Problema , possono con simili artifizi integrarsi ; in mancanza 
pertanto d’ integrali esatti, noi ci rivolgeremo alle approssima- 
zioni , molto più che pensiamo esser questo il metodo più uti- 
le in pratica , ed in conseguenza maggiormente meritevole d’ oc- 
cupare i Geometri . 

E primieramente faccio osservare che il metodo dei Coef- 
Jìcienti Indeterminati può con vantaggio adoprarsi nell’ inte- 
grazione per serie delle equazioni del secondo' ordine ; quando 
poi queste serie si termineranno , ne daranno integrali esani ;• 
e ciò non succedendo , se le stesse serie saranno convergenti o 
in altre convergenti potran trasformarsi , allora gli integrali sa- 
ranno soltanto approssimati . 

Sia 1’ equazione 

(a) h- ax ° y ~ ° » e se nc dimandi 1’ integrale 

finito completo, espresso in serie ordinata per le potenze di x: 
supponiamo per questo 

. A Tì A « -4- 2 n X-HaH-4 ^ A.-f- 3 * ■+ 6 

y = Ax — j- ila: *4- CjX — f* Ex -f. ec. 

e si avrà 

( ) = x (a — 1 ) Ax* ' J 4 ()i 4 n 4 »)(x-ha 4 t)X 

nx 4(A42/H-4)(X42fl43 )U? * 4 - ec. : 

facendo ora le opportune sostituzioni nella proposta, e parago- 
nando tra loro i termini affetti dalle stesse potenze di x, avremo 

x ( A — 1 ) = o , 

( x -4- n -4- a ) ( x -+• n 4- 1 ) B 4- aA = o , 

(A4 2n44)(^4 2fl43)G4-aB = o, 
(AH-3«H-6)(XH-3aH-5)EH-aG = o, 
ec. 

Dalla prima equazione si trovano dne valori per a cioè 
a = o , a = 1 ; prendendo il primo a = o , le altre equazio- 
ni divengono 

Tom. III. C c 
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( n — f- 2 ) ( n 4 i)B + «A = o, 

( in 4 - 4 ) ( in -f. 3 ) C -4 aB = o , 

( sn H- 6 ) ( 3 « h- 5 ) E *+ <*C = o , 
ec. 

e prendendo il secondo , esse divengono. 
(« H:3)( « 4*)B4 a A. = o , 

( 4 5 ) ( 2/z -f 4 ) C -f «B = o , 

■ • j 

( 3 « -t* 6 ) ( 3 « H* ? ) E 4 atl = o 


ec. 


Si avrà dunque nel primo easo 


* = o» A indet, B = — C^= 


a B 


2 («-+ 2 )(a»-t- 3 ) 


«c 


3'(»-'-2)(2“- + S) 


ec. , c nel secondo 


x i » A indet. ,B («-t-sUn-t-a)’ ^ 2(«-n»)(2*-+5}* 


E ec. , ed in conseguenza due serie 

3lo-t-2)(3»-t-:) 

per esprimere il valore di y ' ,. i 

Se indichiamo poi. per A c per A' i due coefficienti pri- 
mi indeterminati , ; che a ciascuna di esse appartengono, e pren- 
diamo la somdia di dette serie > avremo 


= A{ 




* *" ‘ ; -r- 

•*“ ec \ 


i.2.3.(»h- i H3*»-^-3)(3«-+•5^ , *- + -*) , 


-r A' { X 


a X 


7,. { n .+ 3 ) ( » -+ 2 ) I.2.l»-+3)(2«- + 5)(»-*' a )’ 




i. 2 . 3 . 1 » ^- 5 ) l a»H- 5)13® + :)(«' 


CC 


} 


espressione, la quale sarà l’integrale finito completo della pro- 
posta , poiché conterrà le due costanti arbitrarie. A , A . 
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Si danno alcuni casi nei quali queste serie non sono di al- 
cun uso , e questo succede quando qualche denominatore divie- 
ne zero , per il che il termine corrispondente si fa infinito . 
Primieramente essendo n — — 2 , i termini dell’ nna e dell’ al- 
tra serie divengono infiniti, e l’integrale trovato, illusorio; in 

tal caso però l’ equazione proposta si cangia in (gj) -4- g = o , 
di cui può facilmente aversi 1’ integrale . Infatti pongasi y = 
Ax X , essendo A una costante indeterminata , c x un esponen- 
te da determinarsi, e si avrà (—A = x ( x — 1 ) Ax K 3 ; 

quindi sostituendo e dividendo per Ax* " , otterremo 1’ equa- 
zione x ( x — 1 -j- o — o-, che ci darà per x due, valori , e 

la costante resterà al mostro .arbitrio . Siano X ,.x questi valo- 
ri , e rappresentando.. per A , A due costanti arbitrarie, 1’ inte- 
grale completo sarà y — Ax" -4- A a- X . 

Gli altri casi nei «fnàli incontrasi 1’ incontfctlicntc , di cui' - 
parliamo , sono compresi in queste formale 11 - 4 - 2 n 

2 = — A , indicando per p un qualnnqne numero intiero . 

La prima formala rende falsa la prima serie „ e la secon- 
da 1’ altra serie; così si avrà y dato per riha di quelle due se- 
rie; ma in questo caso 1’ integrale . non sarà che particolare, 
perchè contiene Una «olà costante arbitraria. , . _ v ' ■ 

Onde ottenere- allora 1’ integrale completo , indicando per 
P quella serie reale , supponiamo y = Pz , essendo s una fun- 
zione di x da determinarsi , ed avremo , facendo le debite so- 
stituzioni , J~J < ~v p -, . , 



o : ma per ipo- 


tesi è (j~>) *ri* = o; dunque si avrà pex determinare z, 
1’ equazione 


P(£) •+ 2 (£) (g) = o, che ci dà z = C/g, essendo G 
una costante arbitraria . 
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§. 216. L’ equazione (~ ) H* o.x y = o > può trasformar* 

si anche in un’ altra » alla quale è applicabile con successo il 
metodo d’ integrazione per serie ; pongasi infatti 

y — J pi * z t essendo p ,z due funzioni di x da determinarsi , 

e si avrà 


rpdx 


{(£)-+ j“}’ 


< 2 > 

(g) = /'■" {<£) f *<£> -«-*(?.) +E 1 *} * 

quindi 1’ equazione diverrà 

(g?> -+• 2P (g) -1* a (g) *+ P * ■+ = 0 • 

Avendosi una sola equazione e due indeterminate, una dii 
esse dipenderà dal nostro arbitrio » facciamo per questo , onde 

<r 

determinar p , p 1 -+■ a*- = o , e sarà p = x a »■ ovvc ~ 

xo p = i”e r avendo supposto per semplicità di calcolo, n — 
aia , a = — c 1 .. 

L’ integrale dunque- dcll ? equazione- 
_ c'x m y = o r sarà 

^ __ Q pi * z — e m - 1 2 , essendo, dato 2 da quest’ equazione 

(£?). ap (g) = Q> ovvero , mettendo, per p & 

(g) i respettivi valori, da 

(g) H- ac»“ (g) -h mcx m ~ l o = a*-. • 


Fingiamo ora, 

x A -+• ro -4- 1 p »4W+* 

z. = Ax -4* Bx -h tjx 

e sostituendo > avremo 


-4- ec. 


Digitized by Google 


CALCOLO INTEGRALE CAP. Vili. 305 

a (x- i ) Ax K + i ) (x •+ ec. = o 

■+ 2 A A c 


•+• mAc 

d’ onde concluderemo primieramente x = o , ovvero x = r , 
Si avranno pertanto due serie per esprimere il valore di z 
in questa guisa 

A -o m "+ l 2 w*-t -2 3 m -+ 3 

-fUx H- C x h-Ejp ec. 


A » tv 2 w *4 3- 77 / 3® “4* *4 

x h* B x •+• C x * 4 * E x *4* ec. * 
ed i valori dei coefficienti saranno 

JJ' ___ (» 4 l)A'f 

( » -+■ a ) ( m -+* 1 ) 

C' ( 3 » ■+ 4 1 BV 

E* = — — fr» ■+ 8)cv 

4 ( 4«w -t-5) («»»-<- *J* 

« 

ec. ec. 

restando indeterminati i due A , A'', i quali per questo rappre- 
senteranno le due costanti arbitrarie . 

La prima di queste serie si termina quando ( rappresen- 
tando. per i un numero intiero qualunque ) 

( 2t H- 1 1 m -4- 2r = o , ovvero m — ; e la seconda 

' ' 2t ■+ l 

quando (a i — i ) m -j- ar = o , ovvero m = — 57^17 : dun- 

que in uno qualunque dei casi m — — , ovvero am. = 

- — — , si avrà almeno un intagrale particolare della proposta , 

espresso per un numero finito di termini . 

E qnt osservo che trovato un integrale particolare , facil- 
mente potrà aversene il completo in questa guisa : incontrando- 
si nell’ integrale particolare la lettera c , mentre nell’' equazio- 


B 

C 

E 


mkc 

m ( ih -+- l ) 

( 3«» •+ 2 ) Bc- 
àtaw-uHm-H)*' 

( S” -*• 4 ) Cf 
3(3» -*-2) ( » -+■ I ) ’ 


ec. 


ec. 
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ne differenziale è ce , si potrà in quell’ integrale tanto scrive- 
re ~y. c , che — c , di modo che se 1’ integrale particolare è 
y = P cQ, possiamo anche prendere per esso y — P — cQ; 
ora 1’ equazione è lineare,; prenderemo dunque la somma di due 
integrali particolari per esprimere l’ integrale completo, e faremo 
y = a ( T -t- Qc ) -j. (3 ( P — Qc ) , a , (3 indicando due co- 
stanti arbitrarie . 


L’ equazione del secondo ordine 
— cx“y— o, si riduce al primo per mezzo di qnesta 


semplice sostituzione y = e , e si trova du -i- u dx = 
c'x'dx , che ( [83) è la celebre equazione del Piccati. 

Di queste due equazioni dunque le integrazioni saranno 
dipendenti 1’ una dall’ altra : ciò è dato dal calcolo ; imperoc- 
ché anche 1 ’ eqttaziono Riccaziana è sempre integrabile , quan- 


do 


n 


2| 4= I 


prendendo per i un numero intiero qualunque. 


Per farne un esempio , sia proposta 1 ’ equazione 
_ 4 . 

ddy — c'x J ydx* — o : si avrà in questo caso 


« = — ± , m — — ~ i 31B -+ a = o , e quindi 
3 * « 

y = z , z = A -*• 33 ^», B = — 3AC, ed in ! con- 
seguenza 


a f 

y =S5 A ■j e — 


3 ec 




A' 


{ *" >a ' 


jee j , sarà l’integrale completo, indicando per 

A , A' due cosstanti arbitrarie . 

Se c fosse una quantità immaginaria, si reriderebbe allora 
l’ aspetto reale al valore di y, sostituendo invece degli espo- 
nenziali , le trascendenti circolari , come abbi ani latto altrove 
(107), cioè ponendo . „ - ... 
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-, - .. lt>J— l 

cos Ut h- v — i • se» of invece ui e , e 

cos bt — V — i .senbt invece di e bt>/ essendo t una 

qualunque quantità variabile , e b un qualunque coefficiente 
costante . 

§ 217. Prendiamo anche 1 ’ equazione 
x' ( a - 4 . bx')d'y -4- A'(c h~ ex") dxdy -f- (f H- gx")ydx' — o, 
e fingiamo 

n X H- » n X-f2w yt 5® 

x H- Ux -4- CvT -f- Ex -4- cc. , 

e fatte le opportune sostituzioni , avremo 

A( X — l) AaK^-4- (X -+»)(X-J-» — l) _ '" n -h(XH- 2 »)(X-+ 2 ii — I -+ec. = o: 

-4* XAc •+ X ( X — I ) AB •+ ( X ■+ n ) ( X *4* n — 1 ) B b *+ (C. 

-4- hf -4- ( X -+ n ) Bc -4* ( X ■+ %n ) Cc -4* ec. 


-+• KAe -4* (X-4*#)B* ■+ cc. 



C/ -+ ec. 

B^ H- cc* 


Ora mandando a zero i coefficienti delle respettivc poten- 
ze di x , si avrà primieramente a (a- — i ) a -p xc -{• = o 

per determinare a, e per i coefficienti ( ad eccezione di A che 
resta arbitrario ) quest’ altre equazioni 


-J(x-f-»)(A-i-rt— fy B =a 

* • ! 1, , / 

{x(x — I ) 6 -r AC H- g~y A , 

■ ' - ‘ • • • ; ■ 

-((a- 4-2»)(\-4-2» — i)a-f-(A-t-2»)e^f-/}- G = — 
.{(A-i-n)(A-4- » — I )b H- (a _{-»)e- 4 - o-} B, 

{ ( A h- 3« ) ( ^ H- 3« — ■ 1 ) a ,H- ( A H- in ) C H-/} E = — 

*((a H'-ara) (A-f sn — i)Ì4(^*+m)c4 ^ 

* i * - * * ' ' * * - : • 

ec. cc. 
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E siccome si troveranno due valori per a > si avranno co- 
sì due serie , la somma delle quali ci rappresenterà 1 integrale 
completo della proposta . 

Indichiamo ora per p ( a ) la quantità 

x(x — I c sai j 

t A ■+ n ) l X -+ » — I )• -+,( A-t-»»)f ■+/ 


B = — p ( A) • 4 . 

C = -+■ p ( a} .. p ( a —f* n ) . A. 

E = — f(A)^(AH.n)^(X42«)'A 


ec. ' ec. 

onde rappresentando per A > a' i due valori di A , otterremo 
. i v . | n . X *4* QiH 

y = A {x — p ( A ) . ac -+ <p(M-P(a "+■ «)•* 


A •+ 3* 


a(A).<p(A h- n ) . p ( A -i- an ) . w 

A' >— f(A') . X X ‘ + “ H- <p( a') ■ p( A' -t- «)•* 


ec. } 

A' -+ 2* 


«P(a ) .?>(A'-t- r).^(a'h> an) .x 


a'h-3* 


ec 


•}> 


di queste serie alcuna si termina quando » indicato per i un 
numero intero , si trovi 

( a -i* in ) ( a -f* in — i ) b -4- ( A — h in ) e h- g — o , ed in 

tali casi si ottiene nn integrale particolare della proposta espres- 
so per un numero finito di termini . . 

§. 21 8 . L’ equazione 

( a ) ddy ( i — mx 1 ) — hxdxdy — lydx' = o è un 

caso particolare di quella del §• antecedente » poiché per otte- 
nerla basta lare n =■ — 2 » b == 1 > <a == — m > c = o > c = 
h, /’== — Z, g- = o ; si avrà dnnque un integrale parti- 
colare esatto tutte le volte che sarà (a — ai ) (a — ai — i ) = o, 
ovveVo a = 5« , A = 2t -+• i , indicando per i nn numero in- 
tero , ed essendo A dato da quest’ equazione A ( A — i ) m -4- 
xh ■+ l = o : oppure tutte le volte che sarà Z = — ai ( ai — i ) m — 
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•2 ih , o l = — ai (ai~b 1 ) m — ( a£ — h i ) h , potremo ave- 
re un integrale della proposta espresso in termini finiti . 

Ora per quanto in questa maniera si abbiano infiniti casi 
nei quali 1* equazione (a) è integrabile esattamente, pure moli 
fissimi altri sfuggono a questo metodo , per trovare i quali bi- 
sogna tenere, altra via. La ricerca non è invero di moltissima 
utilità , ma 1’ eleganza con la quale «la Eulero è instituita , mi 
è sembrata degna di essere qui riferita , molto più che essa non 
si trova negli Atti di alcuna Accademia , essendo soltanto com- 
parsa al Pubblico in un Tomo di aggiunte al Calcolo Integra- 
le di quel Geometra, stampato a Pietroburgo nel 1794, e che 
è. essai raro. 

Proposta dunque 1’ equazione 

ddy ( 1 — mx* ) — hxdxdy — lydx' = o , si presentano subi- 
to due semplicissimi casi, nei quali l’integrazione succede: il 
primo è quando l = o , ed il secondo quando h — m . 

P k 1 m o Caso l = o . 

In questo caso la nostra .equazione diverrà 
ddy ( 1 — mx' ) = hxdxdy , la quale , fatto dy = pdx , si 
trasforma in questa , dp ( 1 — .mx 1 ) = hpxdx , ovvero 

4? = , il coi integrale è 

p 1 — mxx a 

logp = — ~ log ( 1 — mx 1 ) H* log C : avremo in questa guisa 
h_ 

p = G ( 1 — mx 5 ) — , d’ onde ricaveremo 

__A_ 

2 ni , 

y = C f dx ( 1 — mx’ ) ; e qui gioverà avvertire che que- 

sto valore diverrà algebraico tutte le volte che — — sarà un 
numero intero positivo , ovvero ( indicando per i questo numero ) 

Tom. III. D d 


\ 

\ 
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h =s — imi : egualmente si avrà un integrale algebraico , quan- 
do si abbia — — =» — A , — A, — JL ec. % e rraindi — = 

. a » a a a * 1 m 

Il -t* l • 

Secondo Caso, h = m . 


In questo caso la nostra equazione moltiplicata per ady, diviene 
2 dy . ddy ( i — mx ) — nmxdxdy 1 — alydydx' = o , che è 
integrabile da se medesima , e si ha 
dy ( i — mx' ) — ly'dx' = Cd*?’ . Di qui si ricava 
dyy(i — mx' ) = c£rv'(C-=f»?y 5 )> e fatta la separazione 
delle variabili , 


dx 


<b 


v'ti-w*’) v'(C-w.r') 

Anche in questa forma sonovi dei casi in cui 1’ integrale 
b algebraico . ed altri in cui ciò non accade . Per scoprirli fac- 
ciamo m = — * , l = y , C = (3* , onde avere -? . ■ ** t .. = 

V ( 1 *T ® X ) 


J Tiì' Zyy' )' di cui r è ‘ 

~ l°S {** h- V C 1 H- * x * ) } — — log {yy -+ v'f P’ -f- y\y’ 
— -1- Zo£" A , c ripassando dai logaritmi ai numeri 

y_ 

yy y~y*) = A {«* h- v'C * h* «*«*)}> * - 


Facciamo questo secondo membro = V , e si avrà 
V — yy = V ( £'* H- ) , e pre idendo^ i quadrati 

Y_ 

y = YXjzM 1 ; ora essendo V = A \/(,r * si avrà 

j r 

2 yj' = A «x *+ V (. 1 *4- «***)}■ * — — { "4* v' ( 1 *4* 

_ L 

•’x’)} ove /3 1 = C , £ — ed in conseguenza 
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tutte le volte che per avremo uu numero razionale, X in- 
tegrale sarà algcbraico . 

Spiegato come si integri 1 ’ equazione proposta nei due prin- 
cipali casi qui sopra considerati, insegna Eulero due strade per 
le quali si può giungere a trasformare la proposta in un’ altra 
dello stesso genere , di modo che sempre abbiasi ad integrare 
un* equazione di questa forma 

ddY . ( i — mx' ) — ■ Bxcfxdy — CYdx' = o, la quale am- 
mettendo risoluzione nei casi B = m , G = o , uci medesimi 
casi la proposta equazione sarà risolubile . Eccoci ad esporre 
questi due metodi di trasformazione . 

Trasformazione del primo Ordine. 

Ripresa 1 ’ equazione 

ddy ( i — mx' ) — hxdxdy — lydx* = o., supponiamo y = 



la nostra equazione dunque prenderà questa forma 
(^)(i — mx') — hxdx(£) — Zy(£) = o, ovvero 

d'v . ( i • — mx' ) — Jixdxd'v — Idx'dv — o . 

Ciascun termine di quest’ ultima equazione ammette inte- 
grazione ; si ha infatti 

fdx'dv = vdx ’ > / ’xdxddv — xdxdv — vdx 1 
fd’v ( i — mx') = ddv ( i — mx' ) -+- imxdxdv — 2 mvdx'~ 
Sommando insieme tutti questi integrali , la nostra equazio- 
ne sarà 

ddv ( i mx ' ) — ( h — 2 m) xdxdv — ( l — h~b un) vdx ' = o» 

la quale essendo esattamente simile alla proposta, diverrà inte- 
grabile no’ due casi l — h H- 2/a = o , h = 3/n , ovvero tutte 
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le volte che sarà l — h — am , o h — . 

Fatta in questi casi l’ integrazione si avrà v dato per x r 

e quindi la posizione y = (^?) ci somministrerà il valore di y 
espresso in x , il quale soddisfarà all’ equazione proposta . 

Continuando lo stesso andamento, poniamo v = e- 

giacche per 1’ operazione precedente le lettere h , l sonosi can- 
giate in h — am , l — h -{- am, così 1’ equazione trasforma- 
ta si cangerà in 

ddv' ( i — mx * ) — ( 7 i — ^m) xdxdv — ( l — ah ~h 4 rn ) X 
v dx~ = o , che sarà integrabile se h — 5 m , ovvero» 
t— ali — 6 m . 

Trovati i valori per v, si avrà y — ) , cioh i diffe- 

renziali secondi dello stesso v" ci daranno y . Così se v' avrà 
un valore algebraico , tale lo avrà ancora y . 

Ripetendo la medesima sostituzione col porre v = ( ~ ) ,, 
si avrà 

ddv " ( 1 — mx') — (h — 6 m) xdxdv " — (7 — -f- iam) X 

v"dx x — o , - equazione integrabile- quando h = 7 m y l = 

— 12 m r e quindi y = (-£-) ■ 

Se dunque continueremo, queste operazioni giungeremo, 
sempre ad equazioni trasformate della medesima forma ; e te- 
nendo soltanto conto dei. valori che in ciascuna trasformazione 
ricevono, le lettere h , l , si avrà la Tabella seguente 


Digitized by Google 


CALCOLO INTEGRALE CAP. Vili. 


213 : 


Operazioni 

h 

l 

y 

I. 

h — 3 m 

l li - f- 277 Z 

l — ih -f- 6 m 

' dx J 

/ ddv’ v 

V. ) 

IL 

li — 4 m 

III. 

h — 6 m 

l 3/1 -f- I liti 

v dx' 1 

IV. 

li — 8m 

l — A,ll -f- 20 m 

r-^L) 

' dx* * 

i 

li — 2 im 

l — ih h- 1 ( i -t- 1 ) m 

td* 

V dJ > 

' 


Dalla quale si ricava, che la proposta equazione ammette- 
rà la risoluzione tutte le volte che sarà h = ( <xi -£• i ) m , 
Z = ih — i ( i -+• 1 )m ove per i converrà, prendere tutti i nu- 
meri interi positivi . 

Trasformazione dell’ altro Ordine 

II' metodo- seguito- procedeva per mezzo dei differenziali 
1 * attuale procede per mezzo degli integrali. Sia y == fzdx t e 
la proposta equazione diverrà 

dz ( 1 — mx * ) — hxzdx — Idx f zdx = o r che differenziata , 
si riduce alla forma proposta 

ddz ( 1 — mx' ) — £ h -4- am ) xdxdz — ( l H- h ) zdx' = 0 , 
la quale secondo i due casi principali è integrabile , quando 
Z-f /i = o, h -t- 2/u = m , ovvero l =* — h , h = — m . 
Fatte poi le integrazioni si avrà y = f zdx .. 

Facendo-nellà s.essa guisa z —f zdx , perverremo a quest’ al- 
tra equazione: 
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ddz ( i — mx' ) — ( h -4- 4 m) xdxdz — ( Z 4 ti 4 
tm ) z'dx' = o » che ammette integrazione quando h -v 
4 m = m , Z 4 4 2m — o , ovvero h = — 37/2 , Z = — 

ah — sra. Trovati poi gli integrali , si avrà 
*= fdxf z'dx , che si riduce integrando per parti , a 
y = xf zdx — fzxdx . 

Nella stessa guisa ponendo z' = f z'dx , perverremo all’e- 
quazione 

ddz ' ( 1 — mx* ) — ( h -f- 6m ) xdxdz' — ( Z -4- 3/1 -+• 
6/n ) z'dx' — o , della quale ne avremo l' integrale quan- 
do l -h 3I1 -+ 6m — o , e quando h 6m — m , cioè l — 
— $h — 6m , h = — 5/n , e da questi integrali si ricaverà 
y = fdxfdxf z'dx , che può ridursi a questo 
y ■= L x' f z'dx — xfxzdx -4- j fx* z'dx . 

Continuando queste operazioni giungeremo sempre ad e- 
quazioni della stessa forma della proposta , le quali avranno per 
h ,e per l i valori che presenta la Tavola seguente 
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Operazioni 

11 

t 

y 

I 

Il "-f- 277Z 

l~b h' 

f zdx 

IL 

h H- 4772 

1 —f* 2Zl — f- 277£ 

fdxf zdx 

111 . 

h - 4 - óra 

l H- 3h -+■ óra 

f dx fdx fz'dx 

IV. 

h ~b 8rn 

Z 4/1 I 2 HI 

fdxfdxfdx fz'dx 

i 

h H- 2 im 

l ih i{i — 1 ) m 

fdxfdx...fz (> - n dx 


Da questa Tabella si ricava che la proposta equazione 
ammette integrazione quando l — — ih — i ( i — i ) ra ; h — 
— (ai — i ) m , indicando per i nn numero intero e positivo . 

Queste formule ci sono date da quelle trovate sopra col 
fare in esse — i invece di i . 

Concluderemo dunque che 1 ’ equazione differenziale del se- 
condo ordine 

ddy ( i — mx* ) — Jtxdxdy — lydx' = o > è integrabile tutte 
le volte che 

( i*. I • = i 7 a — i ( i -j- r ) m , ovvero 

( a*. ) h = ( 2t -+■ i ) ra , indicando per i tutti i nume- 

ri interi positivi o negativi che siano. 

In qneste due formule sono contenuti tutti i casi d’ inte- 
grabilità : quei che ci sono dati al (§.218') si ritrovano com- 
presi nella formula i\ 

§. 219. Andiamo adesso a parlare delle approssimazioni 
nell’ integrazione delle equazioni , il Moto esprimenti dei Cor- 
pi Celesti ; e per spiegarci con maggior facilità incominciere- 
mo dall’ applicare il metodo che siamo per esporre , ad un’ e- 
quazione di primo ordine - 
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Sia proposta 1’ equazione 

(~) = ( i *4* ax ) y essendo * una quantità molto piccola. 
Supponiamo 

y = Y -4- <*Y' H- a’Y" -+■ * ; Y'" -t* éc. , .ed avremo 1’ equazione 

(£) H- • (£) *4- «’{£) h- cc. = Y h- *Y' — r **Y" H - ec. 

*4- &x Y «4 1 et- x\ * 4 * ec* 

dalla quale eguagliando a zero i coefficienti delle respettive po- 
tenze di « , avremo 1’ equazioni 


(0 

• (.£> 

= Y 


( 2 ) 

•(ir) 

= Y' 

- 4 - vY 

( 3 ) 

• (f) 

= Y" 

• 4 * X \ 

,eu. 


ec. 



che ci serviranno alla determinazione di Y , Y' , Y" ec. Baste- 
rà poi integrare completamente la prima , ed avere in segui.o 
delle funzioni qualunque , che soddisfacciano alle altre , giac- 
ché dovendo il valore di y contenere una sola costante arbitra- 
ria, sarà sufficiente qnella che si ritroverà in Y. 

L’ equazione ( i ) integrata, ri dà Y = Ae', A essendo p- 
na costante arbitraria } e l’equazione (a) divieue allora 

(£’> = V + A “ - ' 

Al §. 97 abbiamo assegnato 1* integrale dell’ eqnaziono 
A'y — (g) = X, ed ò 

• /" A dx . /*A dx . . i , , 

y — — e fe Xax : se dunque paragoniamo la nostra 
equazione con questa , avremo 

Y' = e*fAxdx = A e‘ x* , e 1’ equazione (3) diventerà 
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(^-) = Y" -f. — e'x' , il cui integrala sarà 
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se 


dx • 'a 

Y" = — e'x 4 , e così di seguito . . 

Sarà pertanto 

y = Ac' {14 - x 5 * H- — xV -4- — xV -{- ec. \ ; e 
facciamo x’ = — t' , si avrà ' 

y = A ( cos t — y'. — 1 sent){i — -1 «t* -+. ~ tV — 
— ^ g *' t r ‘ -t- ec. )• , che è una funzione dell’ arco t , e del 

seno e coseno dello stesso arco . 

Veniamo ora all* equazione del secondo ordine 
^)***^*^ um y ' COS2x — °> essendo a. una quantità picco- 
lissima , e cerchiamone 1 ’ integrale sino alla potenza a.' . Sup- 
ponendo 

) = V4 *Y' h- a’Y e sostituendo , avremo le tre equazioni 


■ 


(•) (■£?)-* Y =0 

d‘ Y' 


( 2) . . . . . ( - -- ) -+■ Y' -t- mY cos 2x = o 


( 3 ) • • • • • (~r) -+ Y" h- mY 1 cos zx = o , 


dx 


le quali basteranno per la determinazione di Y , Y' , Y" . 

L’ integrale dell’ equazione ( 1 ) è 

y == p seri x -r- q cos x , nel quale p c q rappresentano due 
'costanti arbitrarie; sostituendo dunque questo valore nell’ equa- 
zione ( 2 ) , si cangerà in quest’ altra 



f\ 


f d d Y \ 

v ) H- Y H- mp sen x cos 2 x h- mq cos x cos 2 x = o . 


dx 


Ora svolgendo i prodotti di seni c coseni in seni c coseni 
semplici , per mezzo delle formule 

Tom. III. E e ' 
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cos ax cos Ix = .1 cos ( a -+ b ) x -f. — cos (a — b ) « r 

sen ax cos bx = i- scn ( a -p b ) x -fi -- sen (a — b ) x , 

cos ax sen bx = ~ sen ( a -p b ) x — — sen ( a — b ) a* , 

sen ax scn bx = — ~ cos (a-p&Jtv-P-^- cos (a — 4 )*, 
avremo 

( ^ ) •+ Y' — sen x -+ ZI cos x ■+ scn sx ■+ - q - cos ?x = o . 
Ora cercando l’ integrale dell’ equazione 
— P a'y = X, abbiam trovato ( noi tralasciamo le costan- 
ti arbitrarie , poiché sono sufficienti quelle contenute in Y ) 
y = j~ cos ax . Xdx — sen ax . Xdx ; 

dunque , facendo a = i , 

X = ™ p - scn x — — cos x — sen 3» — '" q - ccs s.v , si avrà 
a a 3 J s ° 

Y' c=s -£■ sen x f y cos x scn x — cos x sen 3X j- dx 

— "d scn x f cos x' — p cos x cos 3X y dx 

H* — cos x f y scn x sen 3.V — sen x~~ J dx 

-4- mi cos x f scn x cos pr -p scn x cos $x ^ dx . 

L’ integrazioni che richiede Y', ponno ottenersi o per mez- 
±0 delle regole date al Capitolo IV , onde avere gli integrali 
dei prodotti dei seni e coseni , oppure con lo sviluppare questi 
stessi prodotti in seni e coseni semplici , e farne in seguito le 
integrazioni: nell’ uno e nell’ altro caso troveremo per Y' un’e- 
spressione , la quale conterrà dei termini , ove si troveranno i 
prodotti dei seni e coseni, ma che potremo, quando ci piaccia, 
ridurrei sol contenere i seni e coseni degli archi multipli , non 
mai moltiplicati tra loro, e ciò per 'mezzo delle formule che 
ho qui sopra riferite . 
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Per quanto non vi sia alcuna difficoltà per avere 1 ’ inte- 
grale o valore di Y' sotto quest’ ultima forma , pure il calco- 
lo , benché facile , è però sì lungo e tedioso , che preferisco 
un artifizio di Analisi impiegato dal Sig. La -Place, onde giun- 
gere allo stesso risultato . 

§ 220. Riprendiamo per questo 1 ’ equazione 

( - seri x -+ ^ cos x ■+ & sen 3X -+ ^ cos ?x = o* 

e rappresentiamo per Ax sen x Bx cos x la parte di Y' che 

corrisponde ai termini — ^ sen x -t- — cos x -, A , B essendo 

• 2 3 

dei coefficienti costanti , che bisogna determinare . Noi avremo 
in questa supposiziofie 1’ equazione 

2 A cos x Ax sen x — 2B sen x — Bx cos x «-+• Ax sen x -+■ 
Bx cos x — — ' p - sen x -t- — cos x = o , clic ci dà A = 

3 3 

— , B = — . Quanto ai termini sen^x, cos 3X, 

osservo che generalmente parlando se si incontra nell’ equazio- 
ne differenziale in Y' il termine 

K sen ( px h- e ) , ovvero K cos ( px -t- e ) , e se si rappresen- 
ta per M sen ( px c ) , ovvero M cos ( (tx c ) la parte di 
Y' che vi corrisponde , si avrà M = — ^ ; dalchò se ne rica- 
va che i termini sen 3X , ^ cos 3X producono nell’ espres- 
sione di Y' la quantità 

"t sen 3X -4- cos 3X : il valore pertanto di Y' sarà 
Y' == , — x sen x — ^ x cos x 

.< 4 , 

— t- sen 3x -t- cos 3X ♦ 

L’equazione (3), sostituendovi questo Valore, diventa 
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( -J ) -+ Y" -4- ( 2 * H- « ) sen .-(?«-$) co» * - 


3 i 


— - * . sera sx — "A a; cos qx -t- "■ -£ sera zx H- — - cos sx . 
Kappresentiamo per 

( Ax’ Bx ) sera x -4* ( Cx* Dx ) cos x 

la parte dell* espressione di Y" che corrisponde ai due termini 

( V * -+ $ ) «* * . - ( •;? * - *? )**. 

e fatta 1’ opportuna sostituzione nell’ equazione differenziale, il 
paragone dei termini simili ci darà 
A = — ^ ; B = — 85 lf ; C = ; D = « 3 ? : 

3 * 64 34 64 

se si rappresenta in seguito per 

( Mx -t- N ) sera 3X H- ( Par H- Q ) cos 3X 

la parte di Y che corrisponde ai termini 

— —d. x sera 3X , c — — — x cos 3x , si troverà 
n 8 


M = 4 i — = , N =* 3 =^ , P = — , Q 

64 ' > agfc 64 v 


_ 3 <«V 

2j6 


V 


Finalmente la parte di Y" Corrispondente ai termini 

~7 5 X e cos S x , sarà -g sera 5 x -+■ 0 cos 5 x ; 

di modo che il valore intero di Y" , sarà 

# 

Y" — ~ {px 5 — A 90:} sera x H- { qx 5 -+• -f px} cosx 

_ _gf {q* —"A } sera 3* — {p x •+ 7 2 } c05 3* 


-H^sera S x 


H-gcos 5 x. 


Riunendo dunque i valori di Y,Y , Y", avremo 
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*or»I 


y = p sen x h- q cos x -4- {”-£ sen 3.X h- ~~ oos $x - "ixsenx 
- ^aicosx}* 4 - { (px’ — £ J* ) s<?n x ~h ~ ( qx z 
H- -2- px ) cos x — (.qx — -2-p ) sen $x — —■ (px -t- 

fq)cos 3* sen sx h- cos 5*} •’ > 

che sarà il valore approssimato di y spingendo 1* approssimazio- 
ne -sino alle potenze seconde inclusive di a. 

Ordinando questa stessa espressione secondo i seni e cose- 
ni , si ha 

} = {i> - » c ■ 1- *=> * -i- ^ *’} «" * 

H- { 9 --?(■- *f ^ cos x 

- 4 - ^ sen sx - 4 - cos 5* . 

Si vede come dovremmo regolarci per spingere 1 * appros- 
simazione alle potenze superiori. ^ - 

§. sai. L’ equazione molto più generale k 

(fi) — o 7 y — X + .f(*,j) 

* . . v . x. 4 

può integrarsi con lo stesso metodo. 

Facciamo infatti 

v = Y-i- jY 4 a Y" h- *’Y'" - 4 - CC. , ed avremo 


; .-X 4-*!*! ! 


[- 

1 ix 


Y) . 

■Y- .a Y' - »VY" - a’a’Y" - CC. J 
■ ( r - .Y" - ec) ( g ) - ~ ( r . .Y' - co. )• ( a ) - «. 
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Se ora eguagliamo tra loro i coefficienti delle respettive 
potenze di <* si troveranno 1’ equazioni 

(') =X, 

( = )■•••■ (£?)-a’V =?(*, Y), 

(4) iS)-»'r = r(fi) 4 .jr(e,, 

«c. ee. 


Il secondo membro dell’ equazione (2) è una funzione di 
x , da che sarà Y dato dall’ eqnazione ( 1 ) : il secondo mem- 
bro dell’equazione è una funzione di a', da clic le equa- 
zioni (1)5(2) ci avrauno dato Y , Y' , e così di seguito. 

Il metodo generale da noi spiegato si applica ancora all’ in- 
tegrazione per approssimazione dell’ equazione lineare di un or- 


dine qualunque n 


ay H- b{p -f- qx) ( J £) -f- c {p H- qx)' (•£?) H- H- 

tTz(p-i-qT) (— *) = X h- a? (« ,7) essendo a , b , c ec., 

m , p , 5 quantità costanti : X funzione di x , e p ( x , ) fun- 
zione di x c di y . 

Facendo ; = Y4 <*Y' -j- «*Y" -t- ec. , si hanno per deter- 
minare Y , Y' ec. , altrettante equazioni della forma della pro- 
posta, ma mutilata nel secondo membro del termine ap ( x , y) ■ 
Ponno dunque aversi i valori di quei coefficienti indeterminati 
per mezzo dell’ integrazioni spiegate al §. 105. 

§. 222 Se noi poniamo mente a quanto abbiamo detto ai 
§§. 219,220, concluderemo che ne.l la formula generale 

y = Y H- *Y' -+• «’Y" H- PC. , la quale serve d’ integrale all’ c- 

quazione 

{—,) — ay = X h- ap(x,y), i coefficienti Y , Y' , Y" ec. , 


\ 
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sono tante funzioni dell’ arco x , dei seni e coseni dello /tesso 
arco , e dei seni e coseni dei suoi multipli ìx , cc. . Suppo- 
niamo che questo valore di y si ordini secondo le potenze di 
x : è manifesto che ei prenderà la forma seguente 

y — P P ’x h- P'V -t- P’V •+ ec.; P , P , P" ec. essendo 

funzioni di seni , coseni di x e dei suoi multipli . Ora acca- 
de talvolta in Astronomia che ci abbisogni eliminare dal valo- 
re di y 1’ arco x , e ridurre questo valore ad esser solo fun- 
zióne di seni e coseni . Per esempio nell’ espressione del rag- 
gio vettore dell’ Orbita dei Pianeti , che 1 ’ integrazione dell’ e- 
qnazionc da cui dipende ci somministra , si trovano dei termi- 
ni , i qriali non racchiudono solamente dei seni e coseni dell’an- 
golo percorso , o dell’ angolo proporzionale al tempo , ma an- 
cora l’angolo stéssa: ora se questi termini dovessero entrare 
nel valore del raggio vettore , ne seguirebbe che questo raggio 
potrebbe aumentare all’ influito, ciò che sarebbe contrario all’os- 
servazioni ; bisogna dunque che le potenze dell’ arco vi entri- 
no in maniera , che esse nel loro insieme siano eguali a dei se- 
ni e coseni , c quindi 1’ espressione del raggio [tossa barattarsi 
in un’ altra che non contenga in modo alcnno lo stesso arco : 
allora col crescere dell’ angolo aumenterà sino ad un certo li- 
mite il raggio; tpindi scemerà [ter aumentare di nuovo ec. Onde 
ottenere simili trasformazioni, seguirò l’elegantissimo metodo del 
Sig. La -Grange, da lui dato negli Atti di Berlino del 1783. 

Sia proposta un’ equazione differenziale di un ordine qua- 
lunque n tra le variabili y , rp, mentre x non vi entri sorto li- 
na forma algebraica : supponiamo che 1’ integrale completo sia 

)=P-f Pi -+ P "re 1 h- ec. , essendo P , P’ , P ' ec. , funzioni 

di re in seni , coseni ed esponenziali, e di nn numero n di co- 
stanti arbitrarie a , b , c ec. , in modo che le differenze di que- 
ste funzioni relativamente ad x non contengano già inai questa 
variabile sotto nna forma algebraica . Quest’ integrale può esse- 
re o rigoroso o semplicemente approssimato, purché in quest’ul- 
timo caso egli soddisfaccia all’ equazione differenziale senza clic 
sia necessario sviluppare in serie le sne funzioni trascendenti'. 

Differenziando successivamente n volte quest’integrale, si. avrà 





* s' # ’ 
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' dx ‘ 


H- * ■+ { ( £ 1 “ F " > * -+ { (£ ) 

3 F">*’ 


ec. 


( ±'l ) = ( ** ) 

v dx' ’ v dx' \ 


(£■) H ' 2P *-** •+ 4 


(— ) 

K dx J 


6P } a -r ec. 

ec. <ec. 

e questi valori ili y , (^)j(^) ec. , (^) soddisfaranno all’fi- 

qnazione differenziale, qualunque siano d’altr’ondc i valori del- 
le costanti a , b \ c ec. 

Ora siccome la stessa equazione tion contiene x sotto una 
forma algebraica, coverta clic nella sostituzione dei valori pre- 
cedenti , i termini i quali si troveranno moltiplicati per le di- 
verse potenze di x , spariscano da se medesimi; dunque anche 
i primi termini di questi valori , i quirli non sono moltiplicati 
per a; , e non contengono x sotto una forma algebraica , do- 
vranno soddisfare soli alla medesima equazione: dunque essa sa- 
rà soddisfatta da questi valori 

y = V . 



ec. ec. 


Siccome poi le quantità a , b , c ec. , che entrano in que- 
sti valori , restano indeterminate , esse potranno esservi supposte 
costanti o variabili a piacere. Supponendole costanti, i valori 

di cui si tratta , non ponno sussistere insieme , poiché quello di 

# * * 

(^?) non è la differenziale di quello di y , e lo stesso si dica 

degli altri ; ma rendendo le medesime quantità a,b,c ec » va- 
riabili possiam soddisfare a queste condizioni. Per questo basterà 
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fare in modo che la differenziale di y , facendovi tutto varia- 
re , sia eguale al valore di (~V)dx qui sopra trovato; che la 

differenziale del valore di facendovi tutto variare, sia 

eguale al valore di (~2)dx, e così di seguito sino alla diffe- 
renziale di che dovrà eguagliare il valore di \y*,)dx. 


Ricaveremo di qui un numero n d’equazioni di condizione, che 
basteranno in conseguenza a determinare le n arbitrarie a,i,c ec. 
divenute variabili : sarà allora y — P l’ integrale dell’ equazio- 
ne differenziale proposta . L’ equazioni di condizione saranno 
dunque 


dy = ( £ ) dx H- ( £ ) ( ?! ) . dx -t- ( £) (J) Jx H- ec. = {(£). 
P'Jdx, 

d(%) = (£)dx h. (£>(£)*-(££) (*)dx - ec. 

{(£-*) -* 3 


:}■ 


ec. ec. 

e così di seguito . Scancellando ora i termini che si distruggo- 
no in queste equazioni , esse divengono 

(£)(£)*-*•(£) <£)*> -+ = Pi* 

{(£) - (£» (£><** h- {(S)'-m?)>(£)*-p ' 

= {(^) H- aP"} dx, e così di seguito . “ 


Tom. III. 


F f 
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§. 223. Considerando la forma delle precedenti equazioni , 
c come esse derivano dall’ integralo 


y = P xV -+■ » 5 P" -t- ar ! P" -h ec. » 


vedremo - che per trovarle basta ’l*. Eguagliare la differenzia- 
le dell’ integrale, presa facendo variare soltanto le costanti a, 
ò,c ec. , alla differenziale della stessa integrale, presa facen- 
do solo variare 1 ’ arco del cerchio x : 2'. Differenziare succes- 
sivamente quest’ equazione n — 1 volte, facendo variare x per 
tutto c riguardando a , b , c ec. , come costanti : 3*. Scancella- 
re per tutto i termini moltiplicati per 1’ arco del cerchio x e 
le sue potenze ; così avrera subito 


{(£>-(£>*- (£>«• ~ «»•}(£><** ? ip . 


3P"'# 1 -t- ec. ) dx : 


ec- 


In seguito 

f i J ' v \ r d? 

t ( didk ' s da 


«£> * 2 <£n* - “• > (£) * 1 = 
S>-icS> -(*)]•*-}<£>*»$" 


{( 

{(£) * *r -[»(£)- 6P-] *»ec.)<fc: 


-4- CC. 


6P" ■+ ec.y dx : 


= {(£) 


4 (£> 


- 4 - ec. 

e così di seguito sino all’ n — i" ma differenziale. 
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Scancellando ora i termini moltiplicati per x , V integrale 
si ridurrà a y — P , e si avranno per la determinazione delle 
quantità n , ò , c ec. 1* equazioni 


(£) d * dx -+ “• = vix -' 

{<&) •+ ( £» <£> ■*» -*• (S)> (£) <** 


CC* 




5 


{ (&>«<£>■ -<£» c£i*~ {(&>■ «(Si* 
» (£>} (£) *= * «• = {("■) H - 4 O * 6P "> • 


e così di seguito, il numero dell’ equazioni essendo eguale all’in- 
dice dell’ ordine dell’ equazione differenziale . 

Allorché quest’equazione non è che del primo ordine, ba- 
sterà nell’ integrale aver riguardo al termine che contiene la 
prima potenza dell’ arco x , poiché la prima equazione di con- 
dizione non dipende che dalle quantità P , P ; allorché 1’ equa- 
zione differenziale sarà del secondo ordine , bisognerà aver an- 
che riguardo al termine dell’ integrale moltiplicato per x ' , poi- 
ché la seconda equazione di condizione dipende ancora dalia 
quantità P" , e così di seguito . 

Rendiamo più chiare queste Teorìe con un’ esempio . 

L’ integrale dell’ equazione 

( -**) -j- y H- amy cos <ix = o da noi assegnato al ( 220 ) , è 
y — p sen x - 4 - q cos x -f. ~ p sen 3» •+ ~ q cos 3 * — • 


( q sen x -fr -~ p cos x ) x , quando non si spinga 1’ ap- 
prossimazione al di là della prima potenza di «. Quest’integra- 
le contiene, come si vede, 1’ arco di circolo x, mentre quest’ar- 
co non si ritrova nell’ < quazione differenziale . Per eliminarlo 
faremo uso del metodo qui sopra spiegato : sarà in conseguenza 


P = p sen x -h q cos x -+• ^ p sen 3* -+• qf 9 cos 3 - v 


» 
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F = — “ 2 sen x *+ P cos x } > 

(~) — sen x h* y" sen » 

(^-) = cos*H-“”-cos3x, 

(S) = co **^ 3 -^ co * 3 - r « 

(£ì) = -{ Senx -*-lZ Sen 3X }' 

•r , 

C ) ~ ™ sen X ,, 

( ) = — 7 COS X — P SC/2 X „ 

y dx ' 4 * 4 

e le equazioni per determinare p c q , saranno' 
c/p sen x -4- dq cos x a £ ™ dp sen 3X -4- ~ dq cos 3x^- = 
— • « f — n sen x -+• ” p cos x \ dx , 
dp cos x — dq sen x -4* « dp cos 3X — — dp cos x — 
dq sen 3X — ~ p sen x dx = — * j cos & — 
~P sen x}dx. 

Se noi supponiamo p — e , q = Ae essendo- A , h due 
costanti arbitrarie da determinarsi , e trascuriamo in quelle e* 
quazioni i termini che risulterebbero, moltiplicati per * , diver- 
ranno esse 

dp sen x -f- dq cos x == — — £5 sen x -4- p cos x dx 
dp cos x — dq sen x — — — { q cos x — p sen x y dx 
che si riducono a quest’ altre 
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dp — — ™qdx , dq = — ~ pdx. 

Sostituiamo per p e q i supposti valori » c troveremo 

.* * v " * v 

h = =t — , A = =? i » quindi 

4 * \ 

• , »»»•*• 

am 

4P — 4T 

j? — e 4 i q = — e 4 , ovvero 


am 

r t* 


p = e 4 , q t= e 4 \ Se moltiplichiamo i primi valori di 

p e di q per una costante arbitraria B; ed i secondi per nn’ al- 
tra B‘ , soddisfaranno a quelle due equazioni anche p = 

am «nr am am 

— * — * * — — x 

Bc 4 , q — — Be 4 , ovvero p = B'e 4 , q = TX e 4 

ed essendo le dette equazioni lineari r soddisfaranno anche ad 
esse queste due espressioni 


p= Be 4 


am 

X 

„ 4 


q = — Be 4 h- Be 4 . Per questo avremo' introdotte due 

nuove costanti arbitrarie B , B' , e sarà 


OtfTt ci. ni 

y = p seti x ■+ q cos x -4- ~p sen 3* -t- — q cos 3* 

purché per p e q pongansi i ritrovati vaiorii quest’ integrale non 
conterrà più 1’ arco * sotto forma algebraica . 

§. 224. Il metodo spiegato qui sopra .tanto per integrare li- 
na equazione differenziale del secondo ordine quanto per eli- 
minare dall’ integrale gli archi di cerchio , può estendersi alla 
ricerca dei valori di un numero qualunque di quantità funzio- 
ni di una variabile , tra le quali sussistano un numero eguale 
di equazioni differenziali del secondo ordine-. 

Siano x,y,z tre funzioni iucognite di una quarta varia- 
bile t , ed abbiansi queste tre equazioni - - 
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(~) - 1 - a'x — M h- «N 
(g) H- = M' -4 «N' 

(£) H- c'z = M"4 «ET 

nelle quali M , M' , M" sono funEioni razionali cd intere ilei 
seni c coseni dell’ arco t ; ed N , N' , N" funzioni degli stessi 
seni e coseni e delle variabili x,y,z combinate in qualunque 
modo tra loro. Supponiamo 

a? = P -4 *P - 4 - a'P" h- ec. 

) = Q 4 *Q' -4- *’Q" -+ ec. 
z = E. -+• «R' -i* *’R" -4 ec. 

Se noi indichiamo ora per 

*S -4 ec. , «T -4 * T' -4 ec. , «V 4 <T"V' -4 ec. 


ciò che divengono le quantità «N , *N' , «N" , allorché vi so- 
stituiamo i supposti valori di x , y , z , otterremo questa equa- 
zione 


“(;£) *+ ec - 


-4- fl’P *4 aa'F -4 ec 




= M *4 «S »4 *‘S r -4 ec. » 


la quale ci dà 


(£)-K.'P = M, 
(£) -t- a'P = S, 


ec. 

Nella' stessa guisa troveremo 
=M-. • 

CC. 
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(~) a’R = M", 

(™)-h«’R' = V, 

60. 

Così si avranno i coefficienti P , P' ec. , Q , Q' ec. , R , R' ec. , 
che entrano nei termini componenti i valori approssimati di 
x ,y ,z. 

Per esempio . Proposte le due equazioni 
( ) -I- a'"x = c sen t -+■ ay 

(^?) -+■ b'y == e cos t ax 

si potrebbero avere i valori di x e di y espressi in una serie 
ordinata per le potenze della quantità * : facendo infatti 

x = P h- «P' h- * 3 P H- ec. 
y = Q h- <*Q' —H « Q' — 5 - ec. 

si troverebbero per la determinazione dei coefficienti P, F , P ec. > 
Q > Q » Q cc - » seguenti equazioni 

( ^ ) h- a’P = c sen t , 

dt % 

•+ = ecosf , 

ec. ec. 

le quali si potrebbero integrare per mezzo delle dottrine spie- 
gate nel Cap. IV. 

Quando poi nelle espressioni trovate si incontrassero archi 
di circolo, questi si eliminerebbero come abbico insegnato ai 
§§. antecedenti . 

§. 225. Quando una dello costanti arbitrarie fosse unita alla 


l 
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variabile rappresentante }’ arco- di cerchio , si avesse cioè 
) ^ P •+ P ( * -f A ) -(• P” ( r 4 A ) ! •+ ec. 

allora per il successo dell’ eliminazione degli archi di circolo 
converrebbe procurare di trasformare questa serie in un’ altra , 
la quale non avesse la costante A in questa situazione ; senza 
una tale avvertenza , il calcolo fatto per 1* eliminazione degli 
' archi ci porterebbe alla stessa serie 

y = P -4- P' ( x -4- A ) -f. ec- , come è facile verificare . 

Allorché poi 1 * equazione differenziale contiene essa mede- 
sima degli archi di circolo, sembra che l’ integrale dovrebbe con- 
tenerne necessariamente . Vi sono frattanto dei casi nei quali 
questa conclusione sarebbe falsa , e perciò molto interessa ave- 
re il metodo di farli sparire dagli integrali di questa sorte d’e- 
quazioni ditfereuziali . 

Data un’ equazione differenziale di un ordine qualunque n 
tra y cd x , nella quale x entra «otto la forma algebraica , po- 
trem sempre dedurne un’ altra dell’ ordine n — (- i che non con- 
teuga alcuna funzione algebraica di. a;; basterà per questo eli- 
minarti la x da queste funzioni per mezzo della proposta e del- 
la stia differenziale II risultato di quest’ eliminazioue sarà un’o- 
quazioue differenziale dell’ordine n H- i , che noi potremo con- 
siderare come 1’ equazione data e quindi applicarvi il metodo 
esposto , 

Ma senza cercare questa nuova equazione , basterà riflet- 
tere che nell' equazione differenziale della proposta le funzioni 
algebriche di x non ponno avere origine che da quelle della 
medesima specie, le quali si trovano nella proposta stessa (a). 
Così eliminando la x dalle funzioni algebriche con 1* ajuto 
dell’ equazione proposta e della sua differenziale , otterremo lo 
stesso risultato come se in queste funzioni fosse * «+• à in luogo 


(u) Imperocché noi supponiamo sempre che l' integrale non contenga 
funzioni trasentili^) di x , le quali possano darne delle algebriche per la 
differenziazione; ffSlehè ne segue, clic neppure nell’ equazione differenziale 
proposta puuuo trovarsi funzioni di tal fatta , giacché questo non sareb- 
bero originate che da quelle dell’ integrale suddetto. 
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<ìi x i h essendo una costante qualunque ; d’ onde ne segue clic 
cangiando nell’ equazione differenziale la x delle funzioni aìge- 
lùaiche in x -h h , si avrà un’ equazione , che sarà 1 ’ integra- 
le completo di quella dell’ ordine n -+■ i senza funzioni alge- 
Inaiche , h essendo la costante arbitraria . Il valore di y , il 
quale soddisfarà alla proposta, dopo la, sostituzione di cui si trat- 
ta , sarà anche 1 ’ integrale finito e completo di quella che non 
avrebbe contenuto alcuna funzione a Igei» ratea di x, essendo h , 
a , b , c ec. , le costanti arbitrarie . 

Mentre dunque, 1’ arco x entrerà nell’ equazione differen- 
ziale di x c di y , e vorrà eliminarsi quest’ arco dall’ espres- 
sione completa di j», bisognerà cominciare a sostituire nelle fun- 
zioni algebriche di x dell’ equazione differenziale x — h per 
x i ne cercheremo in seguito 1 ’ integrale con i metodi ordina- 
ri, procurando che la costante h entri anche nelle funzioni tra- 
scendenti , le quali moltiplicano le potenze di x : infine fare- 
mo sopra questo integrale quanto prescrive la regola del §‘ 223 
facendo variare le costanti arbitrarie h , a , b , c cc. » e suppo- 
nendo che 1 ’ .equazione differenziale che vi corrisponde sia di 
un ordine maggiore di un’ unità di quello della proposta - 

Per esempio . Sia proposta 1’ equazione 

(4?) = (t - 4 - 2 *x) V ( t — y 1 ) , il citi integrale completo e- 

satto è y = sen (ar^f-aa^-t-C), C essendo la costante ar- 
bitraria . • 

Supponendo al solito rappresentata da « pna frazione pic- 
colissima , cerchiamone 1’ integrale approssimato, spingendo 1’ ap- 
prossimazione sino alle potenze seconde di « esclusive . Sia per- 
tanto y = P H- *P » ed avremo 

(«’) ■+■*(£) = 0 ■+ »**) v( 1 — p' — =rp«) = ( 1 -+• 

»**){(■ - ■ } =v(.-p-)- 

■+ 2*V(i — P‘) » , quindi • ■ 

(£)-V(. -.F), 

Tom. III. G g 
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*= “v'f * — p*) — vt.-^F) F ; 

Integrando queste due equazioni , si trova 
P = scn ( x -t- a ) , F= x' cos ( x -+• a ) 


essendo a la costante arbitraria ; sarà dunque 
y = sen ( ar a ) -f. *x' cos ( x a ) 

1’ integrale approssimato . 

Ora quest’ integrale contiene 1 ’ arco di cerchio ac sotto for- 
ma algebraica; converrà dunque eliminarlo» onde noù vi si tro- 
vino che trascendenti . 

Secondo ciò che abbiam detto qui sopra , poniamo x — H Ti 
invece di x nell’ equazione proposta : essa diverrà allora 

= ( 1 -+ lah -h a*ac ) v/( 1 — y')f la quale si trasforma in 
(^) = ( 77z -t* a*x )V(t — y 1 ) , facendo 1 h- 22/1 = m ■ 


L’ integrale poi approssimato di qnest’ equazione sarà , o- 
perando come qui sopra 

y = sen ( mx h- a ) -+• ax ' cos ( mx -4* a ) -4 ec. in cui si tro- 
vano dne costanti arbitrarie m , a . 

Questo valore di y possiamo considerarlo come 1 ’ integra- 
le completo approssimato di nn’ equazione differenziale del se- 
condo ordine, là quale non contiene funzioni algebriche dell’ ar- 
co x, mentre d’ altr’ onde contiene esso questo arco medesimo. 
Determiniamo le due costanti m cd a , secondo la regola del §. 
223, ed otterremo allora l’eliminazione di quell’ arco dall’ integrale. 

Secondo la stessa regola , paragonando il nostro valore di 
y con quello che è ivi supposto , avremo 

P = sen ( mx -j* a ) , P' = o , P" = a cos ( mx -4 a ) » 
b = m , db = dm , e quindi 1’ equazioni 
cos ( mx -4 a ) . da -4 cos ( mx -h a ) . xdm = o 
— sen ( mx -t- a) . m . da — sen ( mx -4 a ) • mx . dm -4 
cos ( mx ~t~ a ) dm = a* cos ( mx -4 > a) .dx. 


) 


% 
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die si riducono alle due più semplici 

da -+ xdm = o , — 2 » dx -4- dm = o ; 

Avremo dunque m = %xx -4- A', a = — «»’ -4- A , essendo 
. A' , A due nuove costanti arbitrarie , e quindi y — sen (A'x •+ 
ax* -4- A ) sarà 1 ’ integrale approssimato, da cui sonosi elimi- 
nati gli archi di circolo . Delle due indeterminato A' , A una 
sola A è arbitraria , e 1’ altra dee prendersi eguale all’ unità , 
come si ricava dalla sostituzione del valore di y nella proposta. 

Nè faccia sorpresa che un integrale semplicemente appros- 
simato abbia dato 1’ integrale esatto , poiché se avessimo conti- 
nuato 1’ approssimazione , non avremmo trovato che dei termi- 
ni moltiplicati per a,- 4 , x 6 ec. , e per conseguenza niente questi 
avrebbero aggiunto ai valóri di quelle due costami m , a . 

Chi brama una maggiore estensione in queste dottrine, con- 
sulti la sopra citata Memoria del Sig. La -Grange, ed un’al- 
tra del Sig. La -Place del 1777. 

§. 226. Alle equazioni differenziali di secondo ordine pnò 
estendersi il metodo d’ integrazione dato per quelle del primo 
al § 192. Rappresentiamo intatti per 

(0) = nn’ equazione qualunque del secondo 

ordine , e supponiamo che l’ integrale completo di essa sia y = 
f .( x , a , b ) essendo a , b le due costanti arbitrarie . Dando ad 
a un valore particolare = h , ed alla b un valore particola- 
re = l -, sarà f{ x , h , l ) un valore particolare di y , che rap- 
presenteremo per p , e che supporremo conosciuto in una ma- 
niera qualunque . 

Facciamo frattanto a = h i ^ b = l -4. e, e sviluppia- 
mo la funzione f( k , h i , l ~b e ) in serie ascendente se- 
condo le potenze ed i prodotti di i , e di e ; il primo termi- 
ne sarà f ( x , h , l) = p , e gli altri termini avranno la forma 

qi -4. ri* -4- ec. 

qe -4- rei -4- ec. 

H- rV -4- ec. 

q » r , q ì r ec. , essendo altrettante funzioni di x . 

* • 
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Se quest’ espressione di y si sostituisce nell’ equazione del 
secondo ordine , converrà che essa si verifichi indipendentemen- 
te da] le costanti z',e, le quali debbono dimorare arbitrarie; 
dunque nell’ equazione 


(£ )•*•*• <£?>*« 


•(££> 


ec. 


1 

H 


1 <1 


eq 




ec. 


dx ‘ 


•(£) 


ec. "1 
ec. J 


sviluppando il secondo membro per le 'potenze ed i prodotti 
delle costanti arbitrarie i , e , ed osservando che 


(~ ) = F , p , (^)} » il paragoue dei termini , i quali con- 
tengono le stesse dimensioni di quelle costanti , ci darà le e- 
quazioni differenziali necessarie per la determinazione dei coef- 
ficienti q , q ec. , r , r , r" ec. Infatti facendo 


w = iq --h ec. 

— H eq -+• ec » 

« — •+ cc - 

i 

-*■ e [~* x ) -+■ ec. , qnel secondo membro diverrà 


= F(.x ,p -f- 


»(?-) 


fl) = F(x,p,(g)) 




• ec. 


{ fatto avendo p' — } ; quindi 


t*tc. 


( 

( 


a** 


) = g'(^)-4-(^).(^}; per soddisfare alle quali equa- 


zioni basterà trovare degli integrali particolari . 

§. 227. Riguardo alle equazioni differenziali degli ordini 
superiori , non si hanno regole d’ integrazione che per certi ca- 
si particolari , e di questi abbiamo parlato nel Gap. IV , e nel 
principio- del Gap. VII . Perciò io non mi trattengo a discor- 
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rerne (fi) - Soggiungo soltanto relativamente alle equazioni dif- 
ferenziali del secondo ordina, che considerate Geometricamen- 
te esse ci rappresentano una proprietà del raggio di curvatu- 
ra . infatti contenendosi nella formula esprimente questo raggio, 

la quantità (^-{), potrà essa eliminarsi per mezzo di una e- 

quazione proposta , e trovarsi il raggio R dato per x , y , ( — ) •“ 

avremo in questa maniera il rapporto tra il raggio di curvatu- 
ra , l’ascissa, 1’- ordinata e la tangente del punto cui quello 
conviene: anzi generalmente parlando, una data equazione dif- 
ferenziale del seoondo ordine ci somministrerà la relazione che 
una quantità appartenente ad una proprietà di contatto del se- 
condo ordine , o una proprietà qualunque Geometrica o Mec- 
canica espressa per mezzo dei differenziali secondi, ha con l’a- 
scissa , r ordinata e la tangente corrispondeqti allo stesso punto . 

Verrà occasione iu seguito di tornare sopra queste consi- 
derazioni . ' . . 


! 



’(a) A questo proposito ponno i Lettori consultare 1’ ultima Seziona 
della seconda parte del Calcolo Integrale d’Enìer. 
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c 


A 


P. 



Integrazione delle Equazioni 
a più Variabili. 


§• 228. TNdicando per x,y,z tre variabili, e per P 
JL una funzione P ( x , y , z ) di esse , se noi sup- 
poniamo che y , z dipendano in una maniera qualunque da x , 
che equivale a dire siano funzioni di x , per quanto nulla sia 
stabilito sopra la loro natura, abbiamo veduto al §. io chela 
differenziale di P è 

' = (£)* •+ (?) (*)*?-* (£) (£) < 1 * = (£>*» -I- 

( 4 1 ) dy (fe •> e quindi abbiamo concluso (15) che 

una quantità differenziale 

McZx NJy H dz 

non può preudersi per una differenziale esatta <iP di P, se non » 
hanno luogo queste tre equazioni di condizione 



Data dunque una tale espressione da integrarsi , bisogne- 
rà prima esaminare se han luogo quelle condizioni , e quando 
ciò non succeda, è inutile accingere all’ integrazione . 

Se le variabili fossero quattro , e fosse proposta la quan- 
tità differenziale 

SItfo: -f- Uldy -5- H dz -4- Rdu 

non potremo averne la funzione P , fche nc sia 1* integrale , 
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senza che abbiansi soddisfatte queste equazioni di condizione 



c cosi di seguito per un maggior numero di variabili . 

Allorché non sono spddisfatti questi criteri o condizioni > pos- - 
siamo assicurarci che la quantità differenziale proposta non è 
il risultato di una differenziale eseguita sopra di una funzione 
contenente le variabili , i cui differenziali si trovano nella pro- 
posta medesima ; si può dunque asserire che una tal differen- 
ziale non ha , nò può considerarsi avere integrale . 

Per esempio , la quantità differenziale 

( y -f- yz ) dx H- ( x h- xz ) dy -f- ( xy — aaz ) dz ; • 

é fina differenziale esatta, poiché sono soddisfatti i criterj d’ in- 
tegrabilità y essendo 



(~) = *»(f>=*-Si ha poi 


f{(y -t- yz) dx -j- (x -f- xz ) dy -4- ( xy — 2 az ) dz } = 

xy — az * -4- zxy . 

Quest’ altra espressione differenziale 

(a y -h yz) dx -i* ( n- xz ) dy (xy — a az ) dz 

non ammette integrazione , poiché non sono adempite le con- 
dizioni d’ integrabilità . 

Quando nella funzione le due variabili y,z 

si considerano come funzioni della terza x, per quanto non si 
sappia quali esse siano , il Calcolo Differenziale ci dà subito 
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tua se delle tre variabili x,.y,z noi consideriamo x ed y in- 
dipendenti tra di loro , e z come funzione delie due medesime 
x,y, il Calcolo Differenziale ci dà allora due differenze par- 
ziali della F, una riguardo ad x, l’altra riguardo ad^y, le qua- 
li ( 25 ) sono 




' d F \ / dt, ' 


la somma di queste due differenze parziali ( § 26 ) ci dà la 
differenza totale della* F in questa ipotesi y e si ha 


dr = <£>*> (fKi- {■(£)*" ■+ <5>a>}(£). 1 * 


quale ( essendo dz = (*) dx -t- (£) dy) , diviene 

Proposta dunque una quantità differenziale 
Mdx -+• N</y h- H dz , 

sia che le variabili y , z si considerino come funzioni di x , 
sia che la variabile z si riguardi come funzione delle altre due, 
essendo queste indipendenti tra loro, le condizionile quali deb- 
bono essere soddisfatte affinchè nel primo caso la data quanti- 
tà sia la differenziale esatta rii una funzione F(x,y,z) t e 
quelle acciò nel secondo caso la stessa quantità diff'eieuziale sia 
l’aggregato delle due differenziali parziali esatte di F(x,.y» 
z), o la sua differenziale totale esatta, sono le medesime. Lo 
stosso, ha luogo per le differenziali di un qualunque numero di 
variabili . . , 

§ 229. Data un’equazione V = o fra le variabili x,y, 
z, delle quali una, per esempio la z, si riguarda come funzio- 
ne delle altre due, non solo potino ( §. 28 ) deduivi da essa due 
altre equazioni a differenze parziali che abbiano luogo insieme 
con lei , ma ancora un’equazione differenziale totale della forma 

P dx h- (Jdy -+ Rdz = o ; e come quell’ equazione V = o si 

considera 1’ integrale delle equazioni a differenze parziali , che 
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da essa si deducono, così si riguarda anche V=o come l' in- 
tegrale dell’ equazione differenziale totale 

Ydx -4- Qdy H- li dz — O . 

Duuque proposta un' equazione differenziale' 

Ydx ~b Qdy -t- Il dz = o 

si dirà essa integrabile quando il suo primo membro possa pren- 
dersi per una differenziale totale di una l'unzione V di tre va- 
riabili x i y i Z i e si dirà non integrabile quando tal condizio- 
ne non, sussista . Ma abbiamo detto al § antecedente che 

Ydx -4- Qdy h- R i/z. è una differenziale totale , se le equazioni 



sono identiche , e non ò quando non lo sono ; dunque i crite- 
ri per i quali si conclude l’ integrabilità dell’ equazione 

Tc/x — h Qdy -+• Ydz = o, sono dati dalle suddette equazioni. 

Di qui concluderemo che non tutte 1’ equazioni della forma 
rr/a: -f- Qdy H- Rcfz = o sono integrabili , ma soltanto quel- 
le i er le quali hanno luogo quei criteri d’ integrabilità . 
Accade talvolta che nn’ equazione 

Ydx h- Qdy -j- R<iz = o , non integrabile per se medesima , 

lo diviene in forza di un idoneo moltiplicatore : vediamo quan- 
do succeda . 

Sia M funzione delle variabili x,y,z quel moltiplicato- 
re , e 1’ equazione 

IVI Pria; — i- MQdy h- MRJz = o , dovrà allora essere integrabile: 

Dovranno dunque in questo esser soddisfatte le tre equa- 
zioni 


' dj I ~ • ( ix ) ’ V à » ' 



J. MR 


) 
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le quali , eseguendo le differenziazioni , diverranno 


(ii) . . . . 


P(^) -I- M(£) = Q(g) H- M(g), 
*(£)-* M(£, = R(i»)H.M(g), 
JI(g)=E(g)- 1 .M(g). 


Moltiplicando ora la prima di queste equazioni per R , la 
seconda per — Q , la terza per P , ed aggiungendole tutte in- 
sieme , dopo avere scancellato ciò che si distrugge , avremo 

CE) ... . R(£) _ P(g) h- Q (^) — R(g) — f- P(g) 

Q ( g ) = o , che sarà 1’ equazione di condizione fra P , 

•Q , R , la quale debbe sussistere , acciò la proposta sia capace 
di divenire integrabile in virtù di nn fattore M . 

L’equazione (E) è stata data da Giovanni Bernonlli . 
Facendo ora R = o, e supponendo che P c Q non con- 
tengano z, E equazione (E) sarà soddisfatta da se medesima; 
dal che concluderemo che un’ equazione differenziale tra due 
variabili Vdx -f. Q(Zy = o, può divenire sempre integrabile, mol- 
tiplicandola con un idoneo fattore . Abbiamo dimostrato questo 
Teorema al § . 1 86 . 

§. 330. Assicurati per mezzo del criterio qui sopra asse- 
gnato , che un’equazione può divenire integrabile, vediamo co- 
me effettivamente possa farsene l’ integrazione . Sia proposta 1 ' e- 
quazionc 


Vdx -4- Qcfy -}- Vdz = o , che divenga integrabile per la mol- 
tiplicazione del fattore M : sarà allora 

MPdx -a- MQd_y -4. MRdz = o , una differenziale totale esat- 
ta di un’ equazione V = o , che dee ritrovarsi . Poniamo ora 
in vece di dz il suo valore 

dz — ( — ) dx -4- ( ? ) dy , ed avremo 1 
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M {PJ*H-R(g)^'} 

H-M{Qd>^R(Ì)dy} 

Dei due termini che formano il primo membro di quest’ e- 
qnazione, il primo M ^Pefx -4- R{^) dx^- dcbbe essere la dif- 
ferenza parziale di V riguardo ad x , ed il secondo la differen- 
za parziale della stessa funzione incognita V relativamente ad 
y ; per aver dunque la stessa V , basterà prendere 1* integrale 
dell’ equazione 

MPdx -+■ MR (^)dx = o, ovvero MPdx -j- MRcfz = o nel- 

dx 

la supposizione rii y costante , aggiungendo per costante arbi- 
traria una funzione di y , la quale dovrà determinarsi in ma- 
niera che la differenziale totale dell’ ottenuto integrale , sia e- 
guale alla proposta : oppure prendere 1’ integrale dell’ altra dif- 
ferenziale parziale 

MQtfy -4- MRdz = o, nella supposizione di x costante , ag- 
giungendo in seguito per costante arbitraria una funzione di x , 
che si determinerà , come abbiaci detto . 

Si vede dunque che il fattore M nel primo caso è quello 
che rendè integrabile l’equazione di due variabili P dx -+ Rtfz = 
o , e nel secondo 1’ equazione Qrfy — f- Rc/z = o : così la dif- 
ficoltà della presente ricerca si riporta a quella dell’ integrazio- 
ne ordinaria dell’ equazioni tra due variabili . 

Noi abbiamo considerato z come funzione delle altre due 
variabili x , y -, avremmo anche potato considerare x come fun- 
zione di y e di z , ed anche y come funzione di x c di z » 
nel primo caso , 1’ integrazione della proposta 1’ avremmo de- 
dotta dall’ integrazione di PcZx -+• Qdy = o nella supposizione 
di z costante , o dall’ integrazione di Pdx -t- Refa = o nella 
supposizione di y costante ; nel secondo dall' integrazione di 
Rcfz h- Qdy = o nella supposizione di x costante, ovvero da 
quella di Ydx -4- Qdy — o nel supposto di z costante . In somma 
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1’ integrazione della proposta si riduce sempre all’ integrazione 
di una di queste tre equazioni 

Ydx - 4 - Q dy = o , Ydx -4- 1 ! dz = o , Qdy Ydz — o 

nella puma snpponendo z. costante, nella seconda y, c nella 
terza x ; e qualunque di ques*e equazioni si prescelga , sempre 
si ghignerà alla stessa equazione integrale . 

Si. ricava di qui la seguente regola per l’ integrazione di 
un’ -equazione 

Ptf* -+■ Qdy ~h Refi == o : 

„ Delle tre variabili x,y,z se ne consideri una, per e- 
•, sempio z , come costante, onde abbiasi 1’ equazione 

„ Ydx -h Qdy = o a due sole variabili x , y : se ne cercbi 

„ allora 1 ’ integrale completato con una costante arbitraria C : 
„ in seguito si consideri la costante C come nna funzione del- 
„ la medesima z , e presa anche questa lettera per variabile, si 
„ trovi la differeuziale totale dell’ equazione integrale, che ne- 
„ cessariamente avrà questa forma 

„ Ydx -4- Qdy -|- Sete = o . Paragonando poi la differenziale 
„ ottenuta con la proposta Ydx -4* Qdy -4- B.dz = o , si avrà 
„ 1' equazione S = R la qnale ci mostrerà come z entra nel- 
,, la composizione della costante C , ed in questa guisa otrer- 
„ remo il dimandato integrale , il quale sarà completo perchè 
„ in G resterà sempre una certa parte veramente costante ed 
„ arbitraria , che nella di lui differenziazione svanisce „ . 

Se poi questa stessa regola si applicasse ad un’ equazione 
non integrabile, la faccenda non riuscirebbe, c saremmo avver- 
titi dell’ impossibilità dell’ integrazione dal trovare C funzione 
di z e di altre variabili , il che è contro l’ ipotesi , giacché egli 
debbe essere funzione della z soltanto. 

Per intendere anche meglio questa operazione , esperimen- 
tiamo 1’ equazione inintegrabile 

zdx -4- xdy - 4 - ydz — o . 

Prendiamo z per costante , ed avremo da integrare 
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zdx -+- xdy = o , ovvero — -+• dy — o , 

il cui integrale è zZx- 4 -y = C, essendo C nna funzione del- 
la medesima z. Prendiamo ora la differenziale totale di quest’e- 
quazione , ed avremo 


— -h dy h* dzlx = ) dz , ovvero 

zdx -f- xdy -f- dz ( xlx — x(^)) = o: dovrebbe dnnqne esser» 
xlx — x ( ^ ) = y , ovvero 
( ^ ) Za: — i , che è assurdo . 

U a * ' 


Proposta poi 1’ equazione integrabile 
2 dx {y -+ z) -i- dy (x -b $y -*■ azj *+ dz(x -i-y) == o 
supponendovi y costante , ci viene da integrare 
adx -+* dz(x ~h y ) = o, che diventa differenziai» 

esatta moltiplicandola per - d e si ha 

— — -+■ — — = o , il cni integrale è 

zl{x-+y)-bl(y~hz) = C, essendo C funzione di y . 
Inoltre la differenziale totale di questo integrale è 


d* 


. = Cj)#» ovvero 


ijx -I- 2i iy dy ■ 

~ * -+y~ > 

zdx idy (y «-+• z ) -4- dy (x -i- y) -+• dz (x - 1 - 

= che paragonata con la 


proposta ci dà 

( ) dy = dC = o , e quindi C = A , essendo A una vera 


costante . 

, Sarà dunque 1’ integrale completo 
{x -v y)' {y z) ~ h. . 
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§. 231. Facciamo alcuni altri esempj . 

I. (^uale è 1’ integrale completo dell' equazione 

dx(y~hz)-i-dy(x~ì-z)~i-dz(x-ì-y) — o? 

Esaminando primieramente sé è suscettibile d’ integrazione, 
il paragone di essa con la formula 

J ì dx ~h Qdy H- Rete = o , ci dà 

V — y z , Q = a: h- z » R = * y > (~^) ~ 1 == (^)» 

(£) = * = = 1 = (J)> ìl criterio d ’ in " 

tegrabilità 

R(£) - r (") - Q Cg) - * (g) - p (g> - Q (£> = °< 

diviene 

x -j- y — y — s -4- *• H- z — x — y -h y Z — x — 
s = o , ed è soddisfatto . 

L’ equazione dnnqne ammette integrazione . Assicurati di 
questo , supponiamo z costante ■> ed allora avremo 

dx(y -b z) dy(x -+ a) = o , ovvero 

_fbL = o , di cui 1 ’ integrale è 
* -+ * y ■+ * 

Z ( * -4- z) — h Z -f « ) = f{ z ) » ed ancIle 
(jc-4-z)(^-ì-z) = Z indicando per Z una funzione di z 

da determinarsi , e che dovremo determinare in maniera , che 
il differenziale totale di quest’equazione combini con la proposta. 
(Questo differenziale totale è 

dx ( y -i- z) dy (x z) -b dz (x -+• y - 4 - 2z) = ( —) dz 1 
óvveró’ 

dx (y -}-• z ) -f- dy ( * -+ z ) H- dz ( x •+ y ) -K ( as — 
( ^ ■) ) — o, il quale paragonato con la proposta ci da 
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ss — (‘zr) = ° > e d in conseguenza Z == z' -f- Cose . Sark 

dt* 

dunque 

(xH-z)(yH-z) = Z 1 -+ Cosf. , ovvero 

ay» _j- -+• xz ss= Cose, il ricercato integrale completo . 

II. Paragonando 1* equazione differenziale 
dx (yy -+ yz -*• zz) -{• dy ( zz -{• xz -{• xx) dz (xx -i- 
xy ~h y} t ) = o con la formula 
Vdx -+* Qdy H- Kdz = 0 , si Ba 

P = yy -4- yz H- ZZ , Q = ZZ - 4 - XZ - 4 - TX , R = I* ■+ 

xy yy > {%) = *y z r (£) — >-*■ az, (g) = 

Z H- 2X, (g) = 2Z -f x, (~) (£) *= 

sjiH-i, e perciò il criterio 

* {(?,) - (g)> - p {(a> - <*>) - Q {(a) - (a>) = ? 


diventa 

2 (yy -h xy -t- xx) (y — x) -4- 2 (^7 * 4 - yz-\~ zz) (z — y) 

3 (zz .4- xz -4. xx) (x — z) = o, che eseguendo le mol- 
tiplicazioni , trovasi formare un’ equazione identica ; dunque la 
proposta è integrabile . 

Per trovarne 1 ’ integrale , suppongasi z costante e sarà 
— — f- . dy = o , il cui integrale c 

XX -+ xz -4- zz yy -+ yz -+ zz 


*V 3 


Ang. tang. —5 — j. d* Ang. tang. = / ( z ) , ' 

° °2Z-+X iv 3 ° ° ìz-t-y J ' 


il quale per la riunione dei due angoli si riduce a 
— Ang. tang. - * z Tf n "+J P— 'ù L = f ( z ) . Poniamo dunque 
=s Z, e siccome è 

fc* -+ xz •+ yz — xj 


\ 

\ 

\ 

\ 
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J 

Z 

I 


«L^«±^rjy, S i avrà 

xy -♦- xz -+ yz 


xy -+ xz -h yz 


- x * - ~ h - y - = s= Tz. Abbandonata ora la (nazione Z, no- 

marno subito per 1’ integrale della proposta 

gL ± - ** _ T tg =» 2 = Fi, e presane la differenziale totale tro- 

k -hy -*• e A 

veremo ( — ) = o, e quindi 2 = Cosi. Sarà pertanto 


2 L±« ■ + 21 = Cosi. , ovvero 

jr -+ y -*■ z 

xy -b xz -b yz — C(x~by~bz) il ricercato integrale 
completo . 

E qui osservo che talvolta 1 ’ equazione può essere integra- 
bile senza che sia soddisfatto il criterio d’ integrabilità : ciò suc- 
cede quando la relazione tra le variabili dataci dall’ equazione 
di condizione non adempita , soddisfa essa medesima alla pro- 
posta differenziale . Tal relazione è allora mi integrale partico- 
lare , perchè in lei non ponno ritrovarsi altre costanti , che quel- 
le contenute nella differenziale data . 

Per esempio 1* equazione 

( z — y ) dx -4- xdy -+• (y — z ) dz — o , comparisce non in- 
tegrabile perchè il criterio d’ integrabilità z — x — y — o non 
è un’equazione identica: pure essa ha per integrale particola- 
re la stessa z — x — y — o, giacché facendo z = x -t- y ri- 
mane soddisfatta la differenziale medesima 

( z — y ) dx -J- xdy ~b (y — z)dz = o . 

§• 232. Negli addotti csempj le variabili x,y,z compone- 
vano in ciascun termine lo stesso numero di dimensioni : punen- 
do mente a questa condizione si può avere un metodo genera- 
le per trattare simili equazioni : eccolo . 

Supponendo dunque che i coefficienti P,Q>R dell’ equazio- 
ne differenziale 
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Vdx -f* Qdy H~ Rdz — o siano funzioni omogenee di x ,y , z 
di un numero qualunque n di dimensioni , poniamo x = pz , 
y = qz\ e si avrà P = z'S ; Q = z’T , e R = z"V , ove 
S » T , V sarauno funzioni delle due variabili p , q . Essendo poi 

dx — pdz — f» zdp , dy = qdz — f- zdq , la nostra .equazione 
prenderà questa forma 

dz (pS — f- qT — t* V.) -+■ Szdp — Tzclq = o , ovvero 

^ = 0 ’ 1 ua ^ e non potrà aversene 1’ inte- 

grale se la formula differenziale a due variabili 
^ r y T ~J , 9 y non ^ integrabile da se medesima , il che avrà luo- 
go se 1’ equazione 

<?T H- V ) (fi) H-pT (p- ( pS H- V) (£) - aS(g) - 

S(^)h-T(^) = ° sarà identica: l’integrale allora sarà 


H- J — C°st - , ove converrà -porre — per p , ed 
^ per 5. 

Nell’ esempio I. del § antecedente si ha 
P = ^ H- z > Q = a:H-z> R = ac—H>; sarà dunque 
’S = 5 -t I i T = p -h I , V = p -+■ q , e quindi 


4 it, 

Z 


(j? •+ lì 4p ~¥{p 
Vpq *+ ?p -+ 2q 


o ; il qui esposto criterio ei dà 


{pq H- g-i-p -hq). 1 -(pj-f-p-f p-H- q).\ — ( q -f- 
• ) • 1 H* ( p — 1- 1 ) • 1 = o , che essendo tin’ equazione i- 
dentica , ci assicura essere integràbile la proposta differenziale. 
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L’ integrale è 

te ~t- — l ( pq h- p -+ q ) = 1 ( xy h~ xz -4- yz ) = Cose. r 

ovvero 

xy H- xz H- yz = C . 

• 

§. 233. Abbiamo fin qui considerate le equazioni del pri- 
mo ordine nel quale i differenziali non sono elevati al di là 
della prima potenza : se ciò non fosse , bisognerebbe incomin- 
ciare dal ridurre le equazioni differenziali à questo stato, quan- 
do è possibile, e cercarne in seguito 1 ’ integrale. Se questa ri- 
duzione non ha luogo, possiamo assicurare che 1’ eqnazione pro- 
posta non è la differenziale totale di alcuna equazione fra tre 
variabili x , y , z . ... 

Data 1 ’ equazione 

P dx* Qjy h- Rete 1 = flSdxdy -p iTcLxdz -4- iVdydz 

si trova subito 

Trfr ■+ Wjr db / ( T* — FRI </*’-+ 2 (TV •+ RS) rfjrrf/ ( V’— QRJoty* X 

t- _________ 3 .. 


Ora sparirà 1 ’ irrazionalità dal valore di dz , quando 
( T 1 — PR ) (V* — QR ) = ( TV -t- RS )*, cioè quando 
R = £X1±^IX-'±VL ; dunque proposta una simile equazione di 

secondo grado , converrà prima di tutto che abbia luogo que- 
sta condizione tra i di lei coefficienti , onde possa ridursi al pri- * 
mo , cd esser suscettibile dell’ applicazione delle regole date qui 
sopra . In generale qualunque sia il grado dell’ equazione dif- 
ferenziale del primo ordiue , bisogna che essa sia decomponi- 
bile in fattori di primo grado di questa forma 

Mete -q- Ldy -p Ncte = o, onde possa tentarsene Y integrazione. 

§ 234 Passando a considerare 1’ equazione differenziale a 
quattro variabili 

Pcte H- Qrfy -f- Sdti H- Rtte = o , nella quale si riguarda s 
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come funzione delle tre variabili a? , y , a ; se qtiesfa diviene in- 
tegrabile per la moltiplicazione di un fattore M , è necessario che 

MPrfx -4- MQdy -j- M Sdu •+•* MR<is = o , sia una differenzia- 
le totale ( 25 ) vale a dire che sia la somma di queste tre dif- 
ferenze parziali ■ • . 

MPcZx 4 ME(|)ds = o, -MQtZy h- MR ( J) dy = o , 

. M Sdu -4- du = o, poiché dz vi tiene" il luogo di 

(£)**-+&** -*■&*“' . . ‘ 

Ora se quell’ equazione è una differenziale totale rappor- 
to alle variabili x,j,rz, le tre seguenti, saranno anche tre dif- 
ferenziali totali . 

MPc/x -H- MQc/j* -4- MRtfz = o , rapporto ad x » y ; 

MQ dy -t- MScfo -4- MRcte = 6, rapporto ad u,y; 

MPc/x -4- NSdu -4- MRtfz = o , rapporto ad x , u ; 

dunqu quando la proposta moltiplicata per M , potrà divenire 
una differenziale totale , ed essere ra conseguenza integrabile , 
avranno luogo queste tre equazioni di condizione 

quando poi non saranno soddisfatti questi tre* criteri , potremo 
asserire che non esiste in natura un’ equazione V = o , la cui 
differenziale totale eguagli la proposta moltiplicata per un fattore . 

Avremmo potu'o giugnere alle medesime condizioni riflet- 
tendo che se la differenziale 

MPcfx -4- MO dy —h MS du -4- MR«/s = 0 è una differeuzia- 
Ic totale di un’ equazione V = o , debb’ cssero 
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JMV x t WQ < , rfMP x , c?W> x , rfMP x , rfWR x 

J — i -£-) » l -wT*J — ( ~ J » 


( a — } = ( — 
^ ’ dy ' ^ * 


dx 
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ttn 


di 


dx 


, rfMQ x f d\l<i x , d \ IQ x / ,/MR x f d\tri x / </WR « . 

W» ' ' dj~' ’ ^ "V* ' W; A ' ' </» ' ’ 

eseguite le differenziazioni indicate in queste equazioni , ed eli- 
minato il fattore M e le sue differenze parziali, avremmo tro- 
vati appunto i medesimi tre criteìj d’ integrabilità . 

Si vede come trovar si potrebbero le condizioni per 1 ’ in- 
tegrabilità di un’ equazione a qualunque numero m di variabi- 


li : il di lorp numero è ~ — -! : se ne troverà facilmcn- 

• . ,2 

te la ragione . 

§ 235. Riguardo alle equazioni degli ordini superiori ci 
bisogna distinguere due casi : o le varmbili sono tutte indipen- 
denti tra loro , per il che una si considera come funzione di 
tutte le altre , quando si ha tra esse un’ equazione ; o sono tut- 
te considerate funzioni di una sola variabile x , per quanto nul- 
la sia stabilito sopra la natura di esse , e 1’ equazione che esi- 
ste tra loro, altro non ci dica se non che una è data per mez- 
zo di tutte le altre . Per esempio data l’ equazione V = P ( x , 
y , 3 .) == o , .se xV ed y sono indipendenti tra loro, l’equazione, 
differenziale totale del sccohdo ordine (31) è . 


«f V = ( g )**•-(.£) a/ - » ( £;) dxdz - * (£}')d,dx - 
a (.--- ) dydz -+ ( ~L ) dz 1 -t- ( ~ ) dz = 0 , essendo 
dz = (£) dx-+{ d -±)dy, e 

d’ z = (g) dx' - 4 - 2 (£^), dxdy -h(g) df : se poi le va- 


riabili y , z si considerassero come funzioni di x , allora la dif- 
ferenzialo totale del- secondo ordine avrebbe di più il termine 


(^) d'y : in questo caso però d'y , d'z terrebbero luogo di 
(£.)<**’> (&>*’'• « dy.dz di (*)*:,(*)<**- 


dx 


Noi cercheremo i criterj d’ integrabilità per il caso che tutto 
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le variabili si considerino funzioni di una, giacché coll’ egua- 
gliare a zero i coefficienti dei termini , che vi sono allora di 
più , si avranno i criterj per 1 ? altro caso . 

Sia dunque V = o un’ equazione differenziale dell’ ordine 

n l,mQ tra le variabili a ,y , ± , u, ,ec. Se noi supponiamo che 

V — o risolti immediatamente dalla differenziazione di un’ e- 
quazioue dell* ordine inferiore di una unità P =f o , sarà 

V = dP = o , ovvero MV = dP = 6 , essendo M un fatto- 
re comune a tutti i termini di dP , e che la divisione può 4- 
•ver fatto svanire, onde abbiasi V — o. 

La funzione differenziale MV dell’ ordine n " M0 ^ ara dun- 
que una differenziale esatta, della funzione P di un ordine im- 
mediatamente inferiore: ora 1’ equazioni di condizione che deb- 
bono sussistere , acciò MV sia una differenziale esatta., 0 am- 
metta un integrale dell’ordine inferiore, le abbiamo trovate al 
§. 16: queste supponendo * __ 

dy — (^) dx — pdx , dp = dx = qdx , dq — rdx ec., 

dz == pdx , dp' = qdx ec , du — p'dx , dp' — q dx ec. 


sono. 


t-ee^o, 

V dj • dx ' dt ’ d*- K dq > dx • K dr 

, d<AV , 1 j , d\!V ~ \ t p, d\ IV \ „„ n 

t-dT)~7x d {-d?->- h d? d (-^ r ) -ec._o, 


(W) — ±d. ( ^ MV ) -h — d’(^) 

^ dm > rf* W' ' dx' ' dq" J 


ec. 


ec. ec. 

ed il loro numero è eguale a quello delle variabili * ,y , 2 , u ec. , 
meno nna . 


♦ 
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Se noi facciamo 

dV — hdx h- NcZy -+ Vdp —j- Qdq -f- ec. 

-H- N dz -+■ V dp -+• Q dq' •+ ec. 

— h N"c£a -+• P tip' h- Q dq" -+ ec. 
ec. ec. 

potranno .quell’ equazioni mettersi sotto la forma seguente 
(N-S^^-^H-ec.)M-(P-2gH-3£?-ec.)X 
£>(Q- 3 £^ec.)£M_ (R _ec.)^^ec.= 


(N'- 


rfT 

dx 


<*‘Q 

dx' 


ec. 


) M - (F- 2 « -t- ec. )■£ -+(Q'- 


<m ' h- ec. — ( R' — ec. ) rf -^ -+ ec. = - a'V + 

' ' ' dx' 


{ N" 


b’*L- 

dr 

-'9 + 

ec. 

» 


df 

dx 


ec. 

)M — 

(P' 

(Q - 

-S^H-ec/) 

<OM 

dx * 

(R 

à'V -+ b" — 

dx 

dt 

c 

rf’V , 
dx' r 

cc. 


ec. 


ec. 



rfQ" 

dx 
d x M 


a =i- h- cc. ) ■+ 


ec.)- T H- M. = - 


ove 


c., 




dr 


c/M 


rdMl 

dr 


ec. 


’i valori poi di a' , U , c' ec. si ottengono ponendo in queste 
espressioni z ?> p' > ?” cc. > in vece di ^ ,p , q cc , c nelle stesse - 
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espressioni ponendo u,p" ,q " , in vece di y,p,q ec. , si a- 
vranno i valori di a" , b" , c ec. 

E quest’ equazioni debbono essere identiche se la proposta 
ammette un integrale immediatamente inferiore : ora avendosi in 

virtù della proposta medesima V = o , ~ = o, — - = o ec.> 

... rfj» • dx‘ 

quell’ crpiazioni diverranno 

3 S-+«c)S?-ec. = o, 

< W ~ £ -+ ££ - « ) M - ( P ~ * <*• ) % ■+ ( ff - 




e dovranno essere identiche se vi faremo V = o , . — = o , 

dx 

— — =0 ec. , cioè se sostitniremo in esse il valore di uno dei 

dx' . . . 

più alti differenziali dedotto dall’ equazione V = o , il valori 
del differenziale susseguente dedotto dall’ equazione ^ = o ec. 

Eliminando dunque M, avremo delle equazioni di 'condi- 
zione tra quantità tutte cognite-, le quali bisognerà che siano 
identiche , acciò la proposta ammetta integrazione : il loro nu- 
mero è eguale a quello delle variabili meno due . 

Può accadere che questi criterj d’ integrabilità richiedano 
per essere soddisfatti la sussistenza di un’ altra equazione diffe- 
renziale di un ordine inferiore di una. unità della proposta : al- 
lora o questa stessa equazione soddisfa alla proposta , e ne sa- 
rà un integrale particolare; o non vi soddisfa, e la proposta non 
sarà integrabile . 

Riguardo alla eliminazione di M, si rammenti qnanto ab- 
biamo detto ai §§. 106 e 107. 

§. 236. Per far qualche esempio , prendiamo I’ equazione 

( xdx -t- zdz ) d'y — zdyàdz — dy ( dx' — dy' da’ ) = o , 
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ed avremo 

V = xq ~h zpq — zpq' — p — p 1 — pp '* » e perciò 
N = O , P = _ zq — I — 3 P* — p" , Q =r JC H- Sp' > N' = 
pq — pq, P' = zq — app’, Q' — — zp : sostituendo 
questi valori nelle equazioni di condizione sopra trovate , si avrà 
( 6p'q -4- 6pq - 4 - zzr ) M h- ( 3 -4- 3P % -** 3p'’ *+ 3 Z 9 ) ^ *+ 

Se noi eliminiamo, con queste due equazioni , avremo 
{ 6ppq’ H- 6p ( l -4- Zzpr -r- %xr — 2 zp'ry M 1 

•+ {3P ■+ 3p’ H- 3PP' 1 H- 3*P9 — 3*9 — 3 Z P'9/ £ J 

Senza prosegnire l'eliminazione, è facile vedere, che sosti- 
tuendo in quest’ .ultima .equazione i valori di q e di r, ricava- 
ti dall’ equazioni 

V = xq -+■ Zpq — zpq — p — p* — pp'’ = ° > 

= zp'r — sp’g — zpp'q — < zpr -+ xr — o , 

dx 9 

diviene essa identica ; dunque la proposta è completamente in- 
tegrabile . • 

Per un altro esempio prendiamo 1’ equazione 

{x~^-xy)dx l ~f y dxdy -{.yzdxdz ~h xdy' -h xdz’ xyd’y -4- 

xzd'z = o » e si avrà 

. V = » - 4 - ac_y — !•)’])•+ yzp H- atp* H* X P' *4* *>'9 "+ * z 9 1 
e quindi * ’ 

N » X — h 2 yp - 4 - zp -4- xq , P = > l -4- 2 »p , Q = xy , N = 
yp -4- xq i P = yz -4* -*P » Q == * z , e le equazioni 
dì condizione saranno 
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( a? H- zp’ ) M — (/ — iy ) ™ H- xy™ — ° 

L’eliminazione poi di ci dà ( a; -f- zp -t-^p)M= Oi 

la quale equazione non essendo identica , ci dice che la pro- 
posta non è completamente integrabile ; siccome poi x -{• zp' H- 
yp = o vi soddisfa , perciò ne sarà un integrate particolare . 

§• 23 7. Porrebbero estendersi queste dottrine alla ricerca 
dei criterj che debbono' sussistere , affinché una proposta equa- 
zione differenziale ammetta un integrale di più ordini inferio- 
re : noi però non ce ne occuperemo inviando per questo i no- 
stri Lettori al Calcolo Integrale del Marchese di Condorcet . 

Per ciò che riguarda poi le equazioni per le quali non so- 
no soddisfatti i criterj d’ integrabilità , noi vedremo in un Ca- 
pitolo a pane .cosa . esse significhino . 


Torn ili . ~ Kk 
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Integrazione dell' Equazioni 
a Differenze Parziali . 


§• 238 - Capitolo IP del Calcolo Integrale abbiamo 

esposti i principj generali per 1’ integrazio- 
ne delle equazioni a Differenze Parziali , e nel Capitolo IV. 
abbiamo trattate equazioni di tal fatta , supponendo però che es- 
se fossero lineari , c i lor coefficienti o costanti o fnnzioni di 
una sola variabile: in questo Capitolo considereremo gli altri casi. 

Onde presentare con ordine, quéste dottrine, incominciere- 
mo dalle Equazioni a Differenze Parziali del primo ordine per 
procedere in seguito a quelle degli ordini superiori . 

Rapporto a queste equazioni , noi abbiamo dimostrato (118) 
che T integrale completo di una Equazione a Differenze Par- 
ziali del primo ordine fra tre variabili x,y,z dee contenere 
due costanti arbitrarie a , b , ovvero una funzione arbitraria 
f(w) di una quantità w funzione determinata di quelle varia- 
bili , che ottenuto l’ integrale con due costanti arbitrarie si può 
sempre da esso dedurre 1’ integrale completato con la funzione 
arbitraria : ora 1’ equazione del primo ordine sia anche lineare , 
cd abbiasi da integrare 

( j £ ) - 4 - M ( ~ ) — N = 0 , essendo M , N fnnzioni date di x , 
y , z . Supponiamo che 

F = F(x>jj>z) = o sia T integrale di quest’ equazione . Sus- 
sistendo 1’ equazione F = o , sussisteranno anche insìem con 
essa 1’ equazioni • . . 
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(*) (£)-*- (g)(£) = ° • ' 

che sono le differenze parziali della stessa equazione . Sostituia- 
mo i valori di (^)>(^) ricavati dalle equazioni (i),(a) nel- * 

• ^ 
la proposta , -e si avrà v 

(“) (g)^M(g)H.N(g)=o, 


che sarà soddisfatta se F(x,^,z) = o è l’ integrale cercato. 

D’ altr’ onde supponendo le variabili y e z come dipendenti 
da x , la stessa equazione F (• x , y , z ) = o ci dà anche j 



e dovrà essa divenire identica se per (^) poniamo il suo va- 


lore datoci dall’equazione (a): dovrà cioè 


= {(&)*- ““*} ( J) ■+ {(g)d*- Niv} (£) = o 

avere il primo membro effettivamente nullo : ora questa diffe- 
renziale dF si annullerà indipendentemente dalla forma della 
funzione .F , se stabiliremo tra le tre variabili x ,y , z tali re- 
lazioni che avverino queste equazioni — 

(~) dx — Mdx = o , (-~)dx — Ndx — o , ovvero 

x dx ' 'dx' 

dy — Mdx — o , dz — Ndx = o . 

Queste equazioni essendo fra tre variabili serviraqno a de- 
terminare i valori di queste variabili in funzioni della terza , 
di maniera che la sostituzione di questi valori nella funzione 
F (x,y,z) renderà ancora essa una funzione di quella terza 
variabile: dunque, dovendo allora la sua differenziale divenire 
nulla , bisognerà che quella variabile sparisca da se medesima 
dalla funzione" F ( x ,y , z ) , ed essa non potrà contenere al- 
lora che quantità costanti . Ora le due equazioni . 

dy — M dx = o , dz — N dx = o , 


« 
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essendo del primo ordine , i loro integrali conterranno due co- 
stanti arbitrarie a , b : considerando intatti y , z come funzioni 
della terza x , se noi eliminiamo per mezzo di queste due e- 
quazioni la variabile z , si perverrà ad un’ equazione del se- 
condo ordine in x ed y, e ne sarà l’ integrale completo un’ e- 
quazione contenente due costanti arbitrarie a,b: avremo di poi 
z in funzione di ac e di y per mezzo di una di quelle dne e- 
quazioni . 

Frattanto se noi sostituiamo in F(ar,>»z) i valori di y 
e di z ■ in x ricavati dalle due equazioni del primo ordine , que- 
sta funzione F ( * > y » z ) conterrà soltanto je costanti a , b , e 
quelle che sono Contenute in M ed N ; di modo che essa di- 
verrà semplicemente funzione di a e b , che rappresenterema 
per <?>{a ,b) . 

Per conseguenza 1’ integrale F ( x , y , z ) == o si ridurrà 
a <p ( a , & ) *= o , la quale equazione ci dice , che di quelle 
dne CQstanti una sarà sempre funzione dell’ altra . Ma in vece 
delle costanti a, b possiamo sostituirne i valori espressi in ar , 
y , z , e dati da quelle due equazioni , ove esse entrano come 
arbitrarie : dunque se supponiamo essere P e Q questi valori , 
1’ iutegrale della proposta diverrà p ( P , Q ) = a , indicando 
per <p una funzione arbitraria. 

§ 239- Di' qui si ricava un metodo- generale per trovare 
l’ integrale completo di un’ equazione qHalunque a differenze par- 
ziali del primo ordine a tre variabili x •, y •, z , e lineare nel 
tempo stessa . Proposta 1’ equazione 

= ove M , N sono funzioni di x , y , z r si 

^ * 

facciano^ le due equazioni 

dy — Mcfx = o dz — Ncfa = o a in segnito si trovino » se 

è possibile , i due integrali di queste equazioni , o di due al- 
tre equazioni, le quali dipendendo da esse, r.e possano tenere il 
luogo , e siano P , Q i valori delle due costanti arbitrarie che 
essi debbono contenere , e si avrà ^P, Q ) = o per esprime- 
re il dimandato integrale completo . 

All’ equazione <p ( P , Q ) = o pnossi anche dare la for- 
ma Q = r ( P ) indicando anche per v una funzione arbitraria. 
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§ 240. Siccome per giungere a questo risultato noi abbia- 
mo supposte certe relazioni tra le variabili x,y,z, per cui z 
ed' x consideravansi funzione della x , e siccome nell’ equazio- 
ne Q = Y (P) debbono essere indipendenti queste variabili , se 
vuoisi che ella sia l’ integrale della proposta » cosi non sarà fnor 
di proposito il dimostrare che anche in quest’ ultima ipotesi , 
= * (!’•) soddisfa all’ equazione a differenze parziali 


(-) 


M(g) 


N = o 


Si vedrà allora che le considerazioni da noi fatte per otte- ‘ 
nere quell’ equazione finale , non erano che ausiliarj artifizj di 
Analisi. 

Supponendo Te variabili a; ^ indipendenti tra loro, dall’ e- 
quazione Q-4-T(^P) = o noi deduciamo queste due differen- 
ziali parziali . 


dz ' 


' dx ' 


d?‘ 


<?> -*<£><«) -«• {($> ^ <S> =? ? v . . „ 

Ora ricavando da queste due equazioni i valori di ( j ) , 


(~) e sostituendoli nella proposta, dovrà questa divenire iden- 
tica se Q = Y (P) ne è l’ integrale: dovrà dunque essere iden- 
tica 1’ equazione 

■■■ Cg)->MC£)-M£)N-t{(£)H.(g)M-h 

(~)N = °» che s ì ottiene con quelle sostituzioni. 

Supponendo adesso che le variabili y , z dipendano da or , 
avendo con esso le relazioni espresse da quelle due equazioni 
differenziali dy — M dx o , dz — Ncta = o , dall’ equazio- 
ne Q -4- ’K (P) — o ricaveremo v ~>- - 

dt' '■di' ‘ 

o , la quale sarà in conseguenza iden- 


<2 )-*•(«) <£).<•+• ( 2 ) 


(f ) (?.) -* 


<£><a»< 3 ) 


2 6l • MATEMATICA SUBLIME 

tica mettendovi per (^)i(r) i respettivi valori M,N ricava- 

ti da quelle due equazioni- differenziali 

(il') dx — M dx — o , ( dx — Ndx = o « 

che contengono le relazioni tra le variabili x,y, e •• 

L’ equazione identica sarà dunque 

(g) -+ M («) -4- N (g) -4- {(g> -Kg) M H- (g) N} 

[^) — o , che è la 6tessa equazione (a) . 

§. 341. Facciamo qualche esempio: 

Sia proposta 1 ’ equazione 

c(z’ — y)(y y ) ■+ = 0} paragonata 

con la formula generale del § 238 , si ha 

jy[ _ 2 x ' N = — ' le due . equazioni differenziali dun- 

ss 7 

que saranno 

dy %xdx = o., dz -+ = o : sostituendo il valore di 

dy nella seconda equazione , si ha 

dz — f- * A, ~ = o , la quale si riduce integrabile moltiplicata per 
•* —9 ; 

il fattore : si ha infatti . 

* 

dz -+■ — = o , il cui integrale completo èz 4 ^ = ^>' 
»* 

ed essendo l’ integrale della prima equazione y — x' = a, avremo 
z -4. L = r (y — x' ) per rappresentare l’ integrale dell’ equa- 
zione a differenze parziali proposta. 

Per un altro esempio , sia 1 ’ equazione 

.r(g)-4->'(g)*+z== 0 > e Si avrà 
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31 = i , N = — — , e quindi 

dy — Meta = 0, dz — Ncta = o divengono 

dy — — dx = o, dz-b — = o, i cui integrali sono L = « , 

* X * 

zx = b , e perciò z-x = Y (-£■) sarà 1 ’ integrale cercato. 

§. Ì43. Veniamo alle equazioni a quattro variabili . Siano 
esse x , y , z , u , e consideriamo z come funzione delle altre 
tre x , y , u , essendo queste indipendenti tra loro . 

Abbiamo veduto che 1 ’ integrale completo ( 11S e segg- ) 
di un' equazione a differenze parziali del primo ordine tra le 


variabili x ,y , s , u, e le differenze parziali (^)»(^)>(^)> 

dee contenere tre costanti arbitrarie a , ò , c , ovvero una fun- 
zione arbitraria di due determinate funzioni P , Q delle stesse 
variabili, cioè #(P,Q). Data dnnque*un’ equazione a diffe- 
renze parziali , applichiamoci alla’ricerca del suo integrale com- 
pleto . Sia I* equazione proposta lineare 

(^)H-L(^)~f-M(^) = N, nella quale i coefficienti siano 

rante funzioni date di x , y , z , u . Supponiamo che il di lei in- 
tegrale sia F(x t y,z,u) = o. 

Essendo le variabili x, y, u indipendenti tra loro, da que- 
sta equazione si dedurranno queste altre tre 


<£hS) = 0 ’ <3> 


* dx ' 


(g)(£) = 0 , 


( — ) -4- (*)(i?) = o, dalle quali noi ricaviamo 

dl$ J * T - 


'•du* 


dz 



(~) = — che sostituite nella proposta, la cange- • 

«f / , dtt dz 

ranno in 


E quest’ equazione dovrà essere soddisfatta se F ( * , y , 
z , u ) = o è 1 * integrale completo della proposta . 


/ 

/ 
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•Pernii alno vèrso se consideriamo le variabili y,u,z eo- 
me funzioni della quarta x, ]’ equazione F ( x ,y , z , u ) = o 
ci dà ^nebe 

ie ~{<S) -*(&)(«) -*(5) (a) •+(£)(£)} * = 0 * 

e quest’equazione avrà luogo insieme all’ equazione (a). 

Sostituendo dunque il valore di (£) ricavato dalla stessa 
(a) iu quest’ ultima equazione, si avrà quest’ altra 

= {(£) ^ - 1^} (g) H- {(£) tZx^- MdA} (£) H- 

"{(g) (g) s= o , il cni, primo membro do- 

vrà essere effettivamente nullo: ora se "noi introduciamo tra le 
quattro variabili le relazioni determinate dalle trp 

equazioni • 

* V * 

CJ~) dx — LcZx = o , ( g ) dx — Ndx = o , 

( ~ ) dx — Meta: = o , cioè dalle equazioni dy — L dx = o , 

dz — Ntfx == o , du — JWt/x = o , la differenziale cfF sarà 
nulla; dunque la funzione F(x,j,z,m) non potrà contene- 
re che quantità costanti . 

Ora le due equazioni di cui si tratta essendo del primo or- 
dine , avranno tre integrali che conterranno tre costanti arbitra- 
•1 ie a 5 , c , per mezzo dei quali potremo determinare tre del- 
le variabili ,• y , z , u in funzione della quarta : dunque se nel- 
la funzione F (x , y , u , z ) si sostituiscono i valori dt queste 
variabili , bisognerà che la variabile residua sparisca da se me- • 
desiraa , e la funzione F non conterrà ‘altre quantità che le co- 
stanti «,5,0, e quelle costanti contenute nei coefficienti; di- 
modoché dopo questa sostituzione !a*flrtizione F(x,ji,z,«) di- 
verrà necessariamente della forma p ( a , b , c ) . 

Ora i ti p integrali di cni si tratta , determinano i valori di 
g,5,c in funzioni delle variabili x ,_y , u , z ; che se siano 
questi valori P,Q,T1 , quegli integrali prenderanno la forma 
a = P , 5 = Q , c — R . 
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Dunqne la funzione F ( x ,y , u t z) diverrà p(P,Q,Il), 
poiché questa è la sola forma che può divenire funzione di a, 
b , c in virtù dei -tre integrali P = a , Q = ò, R = c: dun- 
que f equazione F(x,^,r/,z) = o diverrà £>(P>Q»R) = o, 
dalla quale dedurremo R = T ( P , Q ) indicando per Y una 
funzione qualunque delle due P e Q. 

§. 243. Riepilogando- quanto abbiamo detto sin ora conclu- 
deremo 

i°. Che 1 * integrazione di nna equazione fra tre variabili 
(~) H- M {-) — N dipende da quella di queste due eqnazio- 

dX Aj 

ni differenziali ordinarie 

dy — Meta = o , dz — Ncta == o : e se P = a , Q = b so- 
no gli integrali completi di queste due equazioni , o di due al- 
tre qualunque che da esse si deducano, V equazione Q = 'f'(P) 
rappresenta 1* iutregalc completo dell’ equazione a differenze par- 
ziali . 

2*. Che l’integrazione di una equazione fra quattro variabili 
(^)H-L(^)-t-M(^) = N dipende dall’ integrazione di que- 
ste tre equazioni differenziali ordinarie 
dy — Lcta = o , du — Meta = o , dz — Ntta = o ; 

di modo che se P = a , Q = 6 , R*=c rappresentano i tre 
integrali di queste equazioni , o di altre che da esse si dedu- 
cauo , sarà R = ¥ ( P , Q ) l’ integrale completo di quell’ equa- 
zione a differenze parziali . ’ , 

3'., In generale 1’ integrale completo di un’ equazione 

V=T(P, 

Q , R ce. ) , essendo P = a , Q = b , R = c ec. , Y — e 
gli integrali completi di queste equazioni ' 

dy — Lrta = o , du — - Mtta = o , • - * '•*. • 

dt — Hrta as o, ec. ' ec. ‘ \ - 

dz — N dx = o , © di allettante da esse dedotte. 

Tom. III. ■ LI * ) . < 
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L’ integrazione così delle equazioni a differenze parziali è 
ricondotta a quella delle differenziali ordinarie . 

Osserviamo che 1’ equazioni P = « , Q = 4 , R = c ec. , 
ove a , b , c ec. sono costanti arbitrarie , danno ciascuna un in- 
tegrale particolare della proposta: infatti 1’ integrale completo 
£ ( P , Q » R ec. > V ) = o , a causa dell’ essere la funzione 
indicata per <p arbitraria , può sempre ridursi ad una di queste 
equazioni P — a = o > ovvero Q — b = o , ovvero R — 
c = o eo. 

Per fare qualche esempio di queste dottrine, prendiamo l’e- 
quazione 


( az — *yr) (£) — (*) — (x a*’ — a zy) (-) — t = o. 
Questa ci dà 


ly 


, M = 


x -+ 2z* — ?ty 

2t — 2jf 


equazioni differenziali saranno 



e le tre 


CO 




ix _ 

2S — 2JI 


( 2 ) du -+■ £±2£l rJSdx =, o, 

' ' 2 * — 2 ) 

ix 


( 3 ) 


dz — ... 


— o . 


2 * — 

•Dall’ eqnazioni CO » (3) Sf ricava 


( 4-) dz -+■ dy =n o : 

Dall’ equazioni ( i ) e ( 4 ) si ricava 

( 5 ) izdz -4» a ydy — dx — o : 

Dall’ equazioni infine (• 3 ) > ( *) si ricava 
(6^1 . . . \ . du -+• xdz -4- zdx — o : 
ora gl’integrali completi dell’ eqnazioni (4)>(s)>(6)> sono 
z y = a , z 1 ~b y* — x — b ■, u -*r xz — c \ dunque 
z s — *=’i sarà 1’ integrale com- 
pleto cercato ! se ne potrebbe facilmente far la riprova . 
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§ 244. Consideriamo ora l’.equazioni del primo ordine a 
differenze parziali che non sono lineari . 

Se noi rappresentiamo (^) » (^) P er P* 2 > formai* 

Ì ? (ac,^,z,_p,g) = o, nella quale F significa nna funzione 
qualunque delle quantità che si trovano tra lè parentesi , "sarà 
quella di una qualunque equazione a differenziali parziali del 
primo ordine . 

Si tratta dunquedi trovare l’integrale completo di quest’equazione 
F (x,y,z,p ì q) = o. 

Essendo z una funzione delle variabili x,y y sia che que- 
ste si considerino indipendenti tra loro , o che y dipenda da x 
( nota al Cap. II. Calcolo Differenziale ) , sarà semine 
dz — pdx h- qdy , equazione che dovrà essere soddisfatta per 
mezzo di una delle due indeterminate p , q , l’ altra essendo da- 
ta dall’ equazione 
F(ar,>,a,j>,g) — o. 

Ora p , q non^ pannilo esser funzioni di altre quantità che 
delle variabili x ,y,*c, se noi consideriamo l’equazione 
dz — pdx — qdy — o come una equazione differenziale a 
tre variabili , si sa ( 229 ) che debbe sussistere quest’ equa- 
*zione di condizione • 



. L’ equazione data somministra poi queste tre differenziali 
parziali relativamente ad x ,y,z 

^ <5^)^ (£)(*) -o, 

(jpCfa) (^) (^) = ó > e per loro mezzo potre- 
mo eliminare le differenziali palliali di p o di q .. 

Eliminiamo quelle di q , e la prima e la. terza di queste 
equazioni ci daranno 
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(-) 

_ ( j j.\ 

( £ì‘ \ ' ' dx ‘ 1 
(£> 


— . (jjjj), i quali valori sostituiti ntll’e- 

(^) • * 


quazione (e) la cangeranno in quest’ultra 

(/)••- (gl -*?(£> -Mg) (£ >-<-(*) («li- {p(g>-* 


5(^)^ (^) = o> nella quale le differenze parziali dell’in- 
cognita p sono elevate alla prima potenza , ed i coefficienti so- 
no funzioni di x,y,z,p: non vi consideriamo il q » poiché 
lo elimineremo per mezzo della proposta . • 

Quest’equazione ci darà, essendo integrata, il valore di p; 
quello di q ci sarà dato dall’ equazione F (a;, y ,p, q , z ).= o j 
e questi due valori di p c di q , che saranno allora (unzioni 
cognite di x,y,z, sostituiti in dz — “udì — qdy = o { la 
renderanno integrabile , ed il di lei integrale sarà nel tempo 
stesso 1’ integrale dell’ equazione proposta ’ 

(£m£)) = °- , . 

Se noi ora paragoniamo 1 ’ equazione (f) con I’ equazione 
( — ) L( — ) -f M(- ) = N del 242, si -vedrà clic le no- 

v dx * Ay ' v du * • 

stre variabili x,y,z,p corrispondono ivi alle che 

in conseguenza nel nostro caso è 

v- OtgjH-jtg)}^). 

N = — che le tre equazioni dif- 


ferenziali òrefinorie , dall’ integrazione delle quali dipende quel- 
li dell’ equazione ( f ) , sono 


/ 


logie 



calcolo integrale 'Cap* x . , 

(",' )dy -<7, )dx = °-' 

(£)-*•?(£)} dx 

Siccome queste tre equazioni non contengono che quattro 
variabili x,y,z,p, potremo da esse ricavare un’equazione 
a due variabili sole , e così tutta la difficoltà sarà ridotta all’ in- 
tegrazione delle equazioni a due variabili . 

Supponiamo ora che gli integrali di quelle tre equazioni , 
o di altre da esse dedotte, siano P = a , Q =s b , R — c , es- 
sendo P , Q , R tre funzioni determinate di x ,y , z e p , ed 
a , b , c tre costanti arbitrarie ; ed avremo R = p( P,Q) per 
rappresentare ( §. 242 ) l’ integrale completo della equazione (f). 

Questa equazione R = p ( P , Q ) combinata con 1 ’ equa- 
zione data F{x,y,z,p,q) = o, darà i valori di p e q e- 
spressi per a; ,y , z , che sostituiti in dz — pdx — qdy = o 
la renderanno integrabile , e 1’ integrale di essa sarà l’ integra- • 
le completo delfh equazione proposta , perchè conterrà la fun- 
zione arbitraria <p ( P , Q ) . 

§ 245. L’ integrale dunque ricercato è una quantità com- 
posta di x,y,z e della funzione arbitraria ff(P,Q), essen- 
do P , Q due funzioni determinate in x,y,z. 

Ora secondo i principi spiegati (121) l’integrale comple- 
to di yna equazione a differenze parziali del primo ordine fra 
tre variabili x,y,z, non. può contenere una funzione compo- 
sta di due quantità , imperocché una simil funzione non si po- 
trebbe mai fare svanire per mezzo delle differenze parziali del 
primo ordine ; dunque il risultato ottenuto mostra di essere in 
opposizione con*questo principio: non sarà però difficile far ve- 
dere , come di na'tura sua quel risultato debba modificarsi in 
tal modo da convenire pienamente con quanto è stabilito al ci- 
tato §. 

Infatti osservando che le tre equazioni P = a, Q = i, 

R = c soddisfanno per ipotesi alle tre equazioni del primo ordine 

e) 
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<») • • • (g)<£-{(g)j.- t .(g)?>*t = o > 

(3) (p d r -*■ W£) -I- p O ><**=•<» 

con le costanti arbitrarie a , 6 , e , se da queste medesime tre 
equazioni P = a , Q = i, R = c noi ricaviamo i valori di 
x,y,z in funzione di p e di quelle costanti, e gli sostituia- 
mo in quelle tre equazioni differenziali , diverranno esse neces- 
sariamente identiche , di modo che queste sostituzioni renderan- 
no i primi membri identicamente nulli , qualunque siano i va- 
lori di p , a , b , c . 

Ora il primo membro dell’ equazione (i) moltiplicato per 
q , e sottratto dal. primo memb/o dell’ equazione ( a ) , ci dà 

( — ) { dz — pdx — — oj dunque se nella formula dz — 

pdx — • qdy facciamo le medesime sostituzioni dei valori di a:,* 
y , s dati per p , a , b , c , il risultato sarà ancora identicamen- 
te nullo. 

Se ora noi supponiamo a , b , e quantità friabili , nel so- 
stinone in dz — pdx — qdy i valori di x , y , z e dei loro 
dilferenziali , tutti i termini si distruggeranno tra loro come pri- 
ma , eccettuati quei che introduce la variabilità di quelle co- 
stanti : resteranno dunque dei termini di questa forma A da h- 
Bcfò H- C de , ove A , B , G sono funzioui di p , a , b , c . 

Dunque 1’ equazione dz — pdx — qdy — o , diverrà 
A da -f- B db — j- C<ic = o; e la condizione che debbe renderla 
suscettibile di un integrale, sarà, secondo ciò che^si è trovato, 
-c = p (a , b ) , poiché la sostituzione dei valori di af ,y , z in 
p,a,6,c, dà P = a, f) = 6, R=c, d’onde questi valori 
suppongonsi dedotti . . 

Ora prendendo i differenziali , si ha 

de = (^2) da -{- (^2) db ; dunque faceudo queste sostituzioni , 

é.% db 

1’ equazione 

{ A -*• G ( ^2 ) } da H- -pi -+■ C* ( jr ) } db — o , avrà necessa- 
riamente un integrale ; e noff^>otendo ciò avvenire senza che 
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la variabile p svanisca da se stessa da questa equazione ( giac- 
ché la differenziale sua dp è sparita ) ne segue che quell’ ul- 
tima equazione sarà un* equazione differenziale tra due variabi- 
li , ed in conseguenza sempre integrabile, e quindi sarà b una . 
l'unzione di a : saia di più funzione arbitraria a causa della ar- 
bitraria <p ( a , b ) che nella suddetta equazione differenziale si 
contiene . . 

Così le due quantità b , c saranno necessariamente 1 ’ una 
e 1 ’ altra funzione di a soltanto , ma bisognerà che soddisfac- 
ciano all* equazione A da -4- Bdi h- Cde = o . 

Sia dunque b «= 'Va, c — <pa-, sostituendole in questa equa- 
zione , si avrà 


Ah-B(^)4C(^) = o, la quale contiene una relazione 


tra le due funzioni Ta,^a, una restandone arbitraria. 

Frattanto se per a , b , c si rimettono i loro valori P,Q, R , 
si avrà per esprimere 1’ integrale cercato » il sistema di due e- 
quazioni Q — 'f'P, R — pP, d’ onde eliminando p , si avrà 
un’equazione in x , y , z con una fnnzione arbitraria. 

Questa è la soluzione diretta e completa del problema, ma 
vedremo che in molti casi puossi reridere più semplice . 

§. 246. Per nn primo esempio prendiamo 1 ’ equazione 


s = (^)(~): paragonando questa equazione con la formula 
generale , si avrà 

F ( ar , > , z , jfc, q) — z — pq = o ■. dunque 



le tre equazioni del primo ordine diverranno dunque 

— qdy -4- pdx = o , — qdz -4- zpqdx — o , 

— qdp -+• pdx = o : ma 1’ equazione z e= pq dà q = y ; 
dunque, le tre equazioni dì coi si tratta , diverranno 

zdy — p'dx = o , dz — 2 pdx — 0 » zdp — p'dx = o . 

La prima e 1 ’ ultima danno dy = dpd e quindi v ^ p n , 


2“3 MATEMATICA SUBLIME 

essendo a una costante arbitraria . La seconda poi e la ter- 
za, ci danno pdz = zzdp , cioè * = 'di, il cui integrale è . 

z == bp ' essendo b un’ altra costante arbitraria . 

Finalmente se nella prima equazione sostituiamo dp per 
r ly , e bp' per z, e dividiamo per p ' , avremo bdp — dx — o, 
il cui integrale è sr = bp -+• c , essendo c la terza costante ar- 
bitraria . 

Per mezzo di questi tre integrali troviamo i valori delle 
tre costanti a , b , c , ed avremo 

a=.y —p — V-, b^=z^ = Q-, c = x — j—B.. 

Frattanto se - nell’ equazione 

dz — pdx — qdy = o si sostituisce per q il valore y , ella 

diviene 

■* 1 

dz — pdx — ^ = o ; e se in luogo di x > y , z si pongono 

le- espressioni trovate qui sopra in jp , a , ò > c , riguardando le 
quantità a , b , c come variabili , si ha la trasformata 

p'db - 4 - abpdp — p'db — bpdp — pdc — bpdp — bpda — o , 

la quale , scancellando ciò che si distrugge , e dividendo in se- 
guito per p , diviene semplicemente de — bda = o . 

Dunque facendo 6 = Va , c = <p a , si avrà 

t d ±) h-Tc = o, che ci dà Ya = - (^)t in questa guisa 

ayrcmo il sistema di queste due equazioni R==P(P)>< 

Q = — (-^r- ) ) per rappresentare 1’ integrale completo della 

proposta . 

Se ora noi indichiamo per p'(P) la differenziale parziale 
, e poniamo invece di P , Q > R i respettivi valori, 
avremo . 

x — JL =a <p ( y^-~ p), i =‘ — tp' (y — p ) , d’ onde bisogne- 
rà' eliminare p , e la funzione <f> ( y — p ) resterà arbitraria . 
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Un’ importantissima osservazione è la seguente: allorché si 
sono trovati due iutegrali contenendo due costanti arbitrarie , 
come z — p -+• a , e z = p’b, sembrerebbe che l’ eliminazio- 
ne di p potesse dare un integrale con due costanti arbitrarie , 
che sarebbe per conseguenza 1* integrale completo della propo- 
sta , e potrebbe sempre cangiarsi in un altro che contenesse la 
funzione arbitraria : avremmo in questa guisa z = b(y — a)*:* 
è facile però vedere che quest’ equazione non soddisfa alla 
proposta 

S = ^ rchè essa d M8) = 0, * / 

Lo stesso avverrebbe se si volesse eliminare p dalla secon- 
da e la terza equazione : si avrebbe allora 

c — x — \/£bz), cioè z = — , ciò che darebbe ( ~ ) = o. 

Ma se si adoprasse la prima c 1’ ultima , 1’ eliminazione di 

n ci darebbe c — x — , d’ onde si ricava 

z = (x — c ) (y — a) : ’ quest’ equazione dà 
é~ ) = x — c , ( — ) = y — a, c tai valori soddisfanno alla 

' dy • v dx ' 

proposta . 

La ragione di qneste anomalie si legge nell’ equazione 
de bda = o qui sopra trovata . 

Ella la vedere che le due quantità a , c ponno esser co- 
stanti insieme, che perciò le due equazioni P = a, R = c 
sussistono insieme, di modo che eliminando p si ha un’ equa- 
zione in x,y,z c le due costanti arbitrarie a,c, che sarà 
per conseguenza 1’ integrale completo della proposta ; ma 1’ e- 
quazione non sarebbe adempita per la semplice supposizione di 
a e b , ovvero di b ed a costanti insieme: e di qui segue ehe 
le due equazioni P = a , Q — b , ovvero Q = i, R ~ c 
prese insieme non soddisfanno alla proposta . • . 

§. 247. E si può per altro trovare 1 ’ integrale completo per 
mezzo di una sola di queste equazioni P = a , Q = ò, R = c: 

Tom, III. 31 m 
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èssa infatti ci dà un valore di p espresso in x , y , z ed una 
costante arbitraria ; e siccome questo valore soddisfa all’ equa- 
zione del primo ordine in x, y t z e p, esso renderà l’equazione 
dz — pdx — qdy — o capace d’ integrazione : così basterà 
cercare quest’integrale aggiungendovi una costante arbitraria, e 
si avrà 1* integrale completo della proposta con due costanti ar- 
bitrarie . 

Si jotrà anche ricavare dall’ equazione trovata il valore 
di p in x,y,z; e siccome p = (^)» se ne cercherà l’inte- 
grale rigtfardando variabili soltanto z ed x : qnest’ equazione 
potrà allora contenere una funzione arbitraria di y , che si de- 
terminerà facilmente per mezzo dell’ equazione proposta : e sic- 
come questa è dei primo ordine , la funzione conterrà almeno 
mia costante arbitraria , di modo che si avrà nuovamente un 
integrale completo con due costanti arbitrarie . 

Nell’ esempio precedente prendiamo la prima equazione 
P = a , cioè y — - p — a: ella ci dà p = y — a;e siccome si ha 

q = — , sarà q = — — . 

* fi * 

Sostituiti questi due valori nell’ equazione dz — pdx -j 
qdy — o , danno 

dz — (y — a) dx — = o , e quest’ equazione divisa per 

y — a , ha per integrale 

— x h- c = o , ove c è ntia nuova • costante arbitraria ; 

y — • 

tale equazione è quella trovata qui sopra per mezzo dell* eli- 
minazione di p . 

La medesima equazione ’p — y — a diviene (^) = 

• ' , 
y — a, quando in vece di p vi si pone il suo valore (^) . 

L’integrale poi di dz =• ( ^ — a) dx ò z = {y — a)(x — Y) 
indicando per Y una funzione arbitraria di y . 

Se ora prendiamo le differenziali parziali di z per rappor- 
to ad ac e per rapporto ad y ,• avremo 


I 
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(£)=^ — a » (j£) — * — Y ~ (y~ a ) (")• e sostituen- 
do queste espressioni nella proposta 


* = (£)(g)’ si ha 

(> — a ) (oc — Y ) = (y — a ) ( x — Y ) — {y — a)’Y', 


essendo Y' = ( ~ ) : da quest’ ultima equazione si ricava Y' = o , 

dy • 

c per conseguenza Y = c prendendo per c una costante arbi- 
traria : l’integrale dunque diviate 

z = ( y — a ) ( cc — • c ) , come sopra . 


Per ricavare da quest’ equazione l’ integrale completato con 
una funzione arbitraria» basterà fare c = ^>(a), e prendere 
la' differenziale solo relativamente ad a : si avrà alloca il siste- 
ma di queste due equazioni 

z = (y — a){x — <pa)ì x — p(a) H- (y — a)p'a== o 
d’ onde si dovrà eliminare a . 

Per confrontare queste equazioni con quelle trovate supe- 
riormente col metodo generale , serve metterle sotto questa forma 


x 5_ = <pa , ■ ^ = p'a i giacché potendo noi mette- 

re invece della qoantisà a, che debbe essere eliminata, qualun- 
que quantità , se vi si pone y — p invece di a , si hanno le 
stesse equazioni di già trovate , tra le quali conviene ' elimi- 
nare p . • 

Le‘ dottrine da noi esposte riguardo all’ integrazione delle 
equazioni a differenziali parziali del primo ordine , debbonsi 
all’immortale La -Grange: questo Geometra dopo averle date 
con minor perfezione in diverse sue Opere , le ha di nuovo ' 
trattate nel Tomo quinto del Giornale della Scuola Politecnica . 

» § 348. La Teorìa dell’ equazioni a differenziali parziali de- 

gli ordini superiori è quasi bambina , e da quel che diremo so- 
pra di essa , rileveranno i nostri Lettori , quanto ristretti sono 
i limiti che circoscrivono ciò che ne sappiamo . 

Primieramente osservo che se in una equazione a differen- 
ze parziali ( noi adopriamo indistintamente ir nome di Dffe~. 
rcnziali Parziali , e di Differenze Parziali , per quanto sa- 
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rebbe più rigoroso fare uso soltanto del primo nome ; è però 
ricevuto presso i ‘Geometri più generalmente il secondo ) di 
qualunque ordine a tre variabili x,j,z non si troveranno che 
le differenziali parziali di z relativamente ad una sola varia- 
bile, x per esempio, se ne potrà ottenere addirittura 1’ inte- 
grale: supporremo infatti y costante, cd integrata come una e- 
quazione a differenze ordinarie , porremo invece delle costanti 
arbitrarie tante funzioni arbitrarie di y . 

Se poi 1’ equazione fosse tra un maggior numero di varia- 
bili , x , y , u ec. , s, e non vi si trovassero che i differen- 
ziali parziali di z rclativamcn* ad x , allora operando come 
abbiam detto, dovremmo invede delle costanti arbitrarie sosti- 
tuire tante funzioni arbitrarie delle altre variabili y , u ec. , le 
quali nell’ integrazione vogliono esser considerate come costanti . 

A questi due casi ponno ridursi le integrazioni delle o- 
qnazioni 


♦ <*>>><$) * (££ ) ■ (-££->• < -££7» = 0 

<•£££)} = ° 


cc. 


ec. 


nelle quali i primi membri sono funzioni delle quantità poste 
tra le parentesi : infatti per la prima faccio * . 

(~) = w, ed essa diverrà 

(£)»($)> (0)} = o, la quale s’inte- 

grerà nella supposizione di y costante, ed invece delle m co- 
stanti arbitrarie , vi porremo un numero m di funzioni arbitra- 
rie di y . 

Trovato qncsto integrale , ne ricaveremo da esso il valore 
di w, ovvero dato per x,y e per quelle m funzioni. 

*V m 

Per ottenere poi z , integreremo quest’ ultima equazione 
nella supposizione di x costante, c ne completeremo l’integra- 
le cou nn numero n di funzioni arbitrarie di x \ il valore di 
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z conterrebbe allora un numero m -h n di funzioni arbitrarie . 
Per esempio 1’ equazione 

y* h- x' — (j^-) = o può integrarsi nel modo indicato. Fac- 
ciasi ( 7 ) = « , cd avremo 

x dj ' 

y % -4- x' — (~) = o , il cui integrale nella supposizione di 
y costante , è ' 

“=*(£) = — H- •+/(>) -+/'(>')> essendo //, 

due diverse funzioni 'arbitrarie di y . In seguito si .avrà 

z = T ’j H ~ fi “*• x f d yf(y) ’+fdyfiy) -+/"(*)» ovvero 
2 = — - — h- — - H* tfF» -i- FV -f- F"x : indicando per F , 

333 - 4 ^ 

F' , F" tre funzioni arbitrarie delle variabili che vi sono unite . 
Riguardo all’ altra equazione , poniamo 

(9£) = w » e divcrrà 

f {*»>»«»«» (£)» (£)} = °' !a < i uaIe s> in - 

tegrcrà riguardando y ed u come costanti , e nell’’ integrale com- 
pleto invece delle p costanti arbitrarie , porremo un cgual ani- 
merò di funzioni arbitrarie di y , u : otterremo in questa guisa 
il valore di w dato per x,y,u e per quelle p funzioni ar- 
bitrarie . 

•Sia pertanto 

w = = F (x,y,u) questo valore: se noi facciamo 

• y.y[y~.) — 9 si avrà 1’ equazione 

t^.) =.F(*, < y,K)j la quale integrata nella snpposizione di 

a-, -cd u contanti, ci darà per 8 un valore espresso in x,y,u 
' ed un numero m di costanti arbitrarie , le quali sarauno fun- 
zioni di x e di u . Così il valore di 9 conterrà un numero 
n -4- p di funzioni arbitrarie . 
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Sia 6 — (^) = * (x ,y , u) , ed integrando quest* equa- 
zione nella supposizione di x , y costanti , si avrà per z un’e- 
spressione la quale conterrà , oltre le funzioni che già si tro- 
vano in quell’ equazione , un numero n di costanti arbitrarie , 
ciascuna delle quali dovrà essere una funzione di x,y: così 
1’ espressione di z conterrà un numero m -j- n -H- p di funzio- 
ni arbitrarie . 

Per esempio sia 1’ equazione 

xya - = 0 : Ponendo (^) = co si ha 

* * 

xyu — ( ~?x ) “ o » e quindi co — —2? -+ f( y > « ) •' dunque 
~ ~ ~*f(y » “)• Ponendo (g) = fl , si ha 

( J) = ' “!-/(>»«)>• quindi 

6 = TT ~+f du f(y » “ ) -+f ( x *y) > dunque 
($) = TT>-*f du f(y > » ) *+/' ( ) . 

L’ integrale infine di quest’ ultima equazione ci dà 

z ~ ?fri -*f d yf du -f{y-> u ) -+fdy f (*>>) *+ /"(*>«): 


ovvero 


= -f- F(_y»u) -f- F'(rc,jt) -p F'(ar,u) indicando per 


F , F' , F" tre funzioni arbitrarie delle variabili poste tra le pa- 
rentesi . Si avverta che qui le variabili x, y,z sono indipenden- 
ti tra loro . • . 

§. 349. Veniamo adesso all* integrazione delle equazioni a 
differenze parziali dell’ ordine secoudo tra tre variabili x,y y z. 
Facciamo . 


e supponiamo di più clic nell’ equazione da integrarsi le quan- 


1S>”- 


O- * = (;%)■ ‘ = 
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tità r,s,t non vi siano elevate al di là della potestà lineare: 
sia dunque proposta 1’ equazione’ 

= nclla ^ ale m,n,l 

siano funzioni date di x,y,z,p,q. 

Essendo p , q due fnnzioni ancora esse di x , y , e snppo- 
nendo che y sia funzione di * , senza però che nulla .si sta- 
bilisca sopra la di loro relazione , si avrà 

(g) = r4 «(£) , (^) = s -+ *(*), e da queste equazio- 
ni ricaveremo 



( Si osservi che essendo p funzione di x,y t noi abbiamo in- 

• v \ . — * s . 

dicato per (^?) la differenziale totale di p presa per rapporto 
ad x quando y è riguardato come funzione di x : questo segno 
avria potuto accentarsi per distinguersi dal caso in cui es- 
so dee significare la differenziale parziale relativamente ad a? 
solo : si dica lo stesso per q ) sostituiamo questi valori nelja 
proposta , ed essa diverrà 





Se ora moltiplichiamo tutta questa equazione per dx 1 , e 

poniamo dp , dq , dy invece di ( d -£-)dx, (^)^» a * 

vremo 

( A ) dpdy •+ ìsdqdx H- Tidxdy — s { dy * — Mdxdy 

N dx' } = o . 

A questa equazione soddisfaremo se avremo 
, -p . e dpdy h- N dqdx -+ L dxdy = o 

\ dy x — Mdxdy -+• Nrfx' = o 

Ora la seconda di queste due equazioni si decompone in queste due 
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dy — adx = o , dy — (3 dx == o essendo *, /3 le radici di que- 
sta equazione di secondo grado • • 

<*’ — Ma -+ N = o : avremo dunque questi due sistemi di e- 
qnazioni 

f dpdy h- Ndqdx h- bdxdy = o , 

. \ dy — adx = o . 

C dpdy -+• N dqdx h* bdxdy — o , 
t_ dy — (3 dx — o , 


ovvero ponendo nette prime equazioni il valore di y ricavato • 
dalle seconde , 

^ ^ f* J P *+" ®dq -+• L adx = o 

L dy — • adx = o 



fidp -f- Nc/q - 4 - L/3 dx = o 
dy — fidx = o 


ciascuno dei quali soddisfa all’equazione (A). 

Sipponiamo che in qualche modo si ricavino dal sistema ( i ) 
due equazioni V = a , U — b , le quali ne siaoo gl* integra- 
li completi per essere a , b costanti arbitrarie , o possano tenere 
il loro luogo per esserne dipendenti, e sarà allora U = <p(V) 
un integrale primo completo dell’ equazione proposta : infatti la 
proposta è soddisfatta quando lo è 1’ equazione ( A ) cui essa 
conduce; l’equazione (A) è soddisfatta quando lo sono 1’ equa- 
zioni ( t ) : queste sono soddisfatte da V = a , 1J = b , ov- 
vero dV = q , dU = o : dunque la proposta sarà soddisfatta 
da queste medesime equazioni. 

Ora 1’ equazione U = <p ( V ) dandoci dU — ( ~ ) dV = o , 

e dovendo essere vera indipendentemente dalla forma della fun- 
zione , ci somministra appunto dU = o ,-dV = o: essa dun- 
que soddisfarà alla proposta , e ne sarà in conseguenza 1’ in- 
tegrale primo completo . ... 

Chiamasi integrale primo di un’ equazione a differenze par- 
ziali del secondo ordine , un’ eqnazione di primo ordine da cui 
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«quella dipenda : completo se contiene una funzione arbitraria . 

Nella medesima maniera se 1 ’ altro sistema ( 2 ) ci darà 
U' = b , V' = a , sarà U' = ’F(V') un altro integrale pri- 
mo completo . 

Renderemo con esempj più chiara questa Teorìa . 

§. 250. Per un primo esempio supponiamo che i coefficien- 
ti M , N , L siano quantità costanti : 1 ’ integrale allora dell’ e- 
quazione . • 

(0) —t* M(£j) -4. N(0) -+L = o dipenderà da uno dei 

sopra trovati sistemi 


<») { 


adp -4- Ndq -4* L ctdx = O 
dy — udx = o 

fldp -f- N dq - 4 - L/2dx = Q 
dy — fidx = o 


i quali , in questo caso , sono facilissimi a trattarsi mercè dei 
.coefficienti costanti . Le due quantità « , fì sono le radici dell’ e- 
quazioue 

<t 5 -4- M« — h N = o . 

Integrando le equazioni , le quali compongono il primo si- 
stema , si trova 

ap -4- N q -4- L«x = b , y — «a? = a , essendo b , a dtie co- 
stanti arbitrarie : sarà dunqne 

*p -4- Nq -+• Late = p(y — «oc) uno degli integrali primi 
completi . ' . 

, Dal secondo sistema poi si ottiene 
(ìp -4- Nq -4- L/ 3 * = Y (y — 0.v ) , che sarà 1* altró integra- 
le primo completo . 

Essendo ciascuno di quest! integrali primi no* equazione a 
differenze parziali del primo ordine , potrà integrarsi per ciò 
che abbiamo detto ( § 240 ) e si avrà allora ' 1’- integrale fini- 
to completo della proposta , qualunque sia quello degli iutegra- 

Tom. III. N n 
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li primi > che s' integra di nuovo , giacche ambedue daranno 
lo stesso risultato Iu questa guisa per integrare 1 ' equazione 

*{j x ) “+■ L** — P(y — ax) — o dovremo integra- 

re le due equazioni a differenze ordinarie 
<ìy — — dx = o 

dz ~h L xdx = L dx p ( y -- x ax ) = dx <p ( y — ttx ) conside- 
rando la costante a come contenuta entro la funzione arbitra- 
ria p . 

La prima di queste equazioni ci dà 
y -5 x = a , e la seconda 

z -f- — — fdx<p{y — ax ) =. b' ; ma essendo N == la pri- 
ma equazione si riduce a 

y — (&x = d , e ponendo nella seconda invece di y il suo va- 
lore d - 4 - fix , ella diverrà 

z -+• ~ — fdx<p{d - 4 - ( /3 - 4 - * ) a} = b' , ovvero 
z H- — F {a' h- (/3 - 4 - = &'t ovvero' 

z -i- — F ( y — ax ) = 6 . 

L’ integrale dunque finito completo della proposta sarà 

z h- — F ( y — ax ) = /( y — (ìx ) , ove F ,/ indicano 

due funzioni arbitrarie delle quantità ehe sono tra le parentesi . 

Trattando egualmente 1’ altro integrale primo, si giungereb- 
be allo stesso risultato . • r 

Avrebbe • potuto trovarsi lo stesso integrale finito sostituen- 
do nell* equazione 

dz = pdx *+■ qdy , i valori di p c di q, e facendone in segui- 
to 1 ’ integrazione : infatti i due ottenuti integrali primi ci dan- 
no per p e per.q questi valori 
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V — — Lx h- 
r «• — /3 

2 = • quindi 

dz — — -*• ìiilsfi) ( — d y ) P C ^ ~ ) — 

^ — /3* )-» che integrata ci dà 


z — — -— 1 — ■ P ( y — ax ) H — *- f( y — Qx), 

ovvero, considerando i coefficienti costanti contenuti entro le 
funzioni arbitrarie , 

z , t- F ( > ■ — *x) -*• f (y — P*)> come sopra . 

Possiamo dare anche altre forme a questo integrale finito: 
se noi poniamo infatti 

F(j — ax) -+f{y — /2«) == F'(y — ax)-+f(y — /3jc) -f- 
n (y — «x y H- m (y — <3* )’ , e determiniamo m ed a ' 
in maniera che ’ 

* m 
tifi* *■+• w/3’ = — - > na -+■ ro/3 = o > si avrà 1* integrale finito 
così espresso 

z — — ^ -f- F ( j7 — ax ) "+ f [y — P*)« £ determinan- 
dole in modo che 


n* -f- ttz/ 3 ’ = ì , 772 - 4-72 = 0 , si ha ancora quest’ altra e- 
spressione per 1* integrale finito . 

2 — — ^ — **) -bf(y — Px). 

Tutte queste espressioni dell’ integrale finito, per quanto di- 
verse in apparenza , sono in sostanza la stessa cosa ; si potreb- 
bero verificare con la differenziazione 

§. 251. Se nell’ esempio precedente la quantità L fosse u- 
na funzione di x e di y , ecco allora come si tratterebbe . . 


1 
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Ginnti al solito al sistema delle due equazioni 
adp — r- Nc/rjf — h L adx — o , dy — udx — o , avremmo sn- 
bito dalla seconda 

y — * x ~ a t quindi y = a -f- ax: la prima poi ci darà 
ap -4. Ny -i- a/Ltdx = 6, ove L sarà solo nna finzione di x , 
da che per y avrem posto il respettivo valore . Sarà dunque 
ap h- Ng -4- a fhdx = <p ( y — ax ) un integrale primo com- 
pleto della proposta : egualmente potrebbe trovarsi 1’ altro inte- 
grale primo . ' ' \ 

- Supponiamo che eseguita 1’ integrazione sia f\idx~= "V » 
e riponendo in V per a il suo valore , tornerà V ad essere 
una funzione di x,y, e l’integrale primo sarà 
n p — {- —f- aV = <p(y — a.x ) ; 1* integrale completo poi di 

quest’ equazione a differenze parziali del primo ordine , sarà 
1’ integrale finito completo della proposta . 

Per ottenerlo, si perverrà come nel caso considerato qui so- 
pra , al sistema di queste due equazioni differenziali ordinarie. 

dy — y dx = O , dz -4- Vdx = L dx <p ( y — ax ) . 

La prima ci dà 

y — - X == a’, e quindi y = a -4- — x y e questo valore di ’y 

sostituito in V , rende V soltanto funzione di x . Ragionando 
era come al §. antecedente , avremo per 1’ integrale completo 
della proposta 

z -4- fVdx — F(> — «x ) =f(y — 0-v ) : 1’ unica differenza 
consiste nel secondo termine : ivi è ~ , quivi J Vdx . 

Supponiamo che eseguita che sia 1’ integrazione , abbiasi 
fVdx =‘ V' , sarà V f TlUa sola funzitfnir di x: se però ripo- 
niamo in esso invece di a il suo valore y — torncra a ^* 
lora ad essere uba funzione di a: e di y . 

Sia per esempio L = -4- xy , si avrà 

fhdx m- {a?* x ( a -4- »x )} dx = y -b -+ y > qoiaài 
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V = — -4- — •+ — (y — «x ) = — ( 1 — — ) -4* — . 

3 3 a w ' 3 v a ’ a 

/V<& = {i ( 1' - A ) ■+ C ( a- .+ p.v)> dx = fl( 1 - i ) 

(&x 


H- ~ > e quindi fatto a = y 

V = J!L -H ^ : sarà 1 

3-4 a 2' 2.3 1 

a -4- ( « - i -r- B. ) H- ^ - P(^ 

3-4 a 2 y 3.3 


**)=f(y — P x ) 


.1’ integrale completo dell’ equazione 

(jp ) *+ M {-f~) H- N (£f ) -4. a:* -4- arj = o , ove M, N sono 

quantità costanti . 

§. 252. Per integrare 1 ’ equazione 
qV — 2 pqs -4- p't = o ne faremo il paragone con la formula 
generale del § 249 . Avremo allora 

M = — , N = , L = o , e le due «equazioni ( E ) di 

quel §■ sono nel nostro caso 

dpdy -4- ~ dqdx — o , dy' -4. — dxdy -4- t- dx* = o . 

Il primo mèmbro della seconda è un quadrato perfetto , e 
perciò* le due equazioni in cui essa si decomporrà, saranno e- 
guali , e quei due sistemi ( 1 ) , ( 2 ) si ridurranno ad un solo 

dpdy >4- — , dqdx = o, qdy -f. pdx = o , ovvero ponendo 

nella- prima il valore di y ricavato dalla seconda 

qdp — pdq = o , pdx *-4- qdy = o la prima di queste e- 

quazioni ci dà A — b , e la seconda, essendo 

pdy -4- qdx dz , ci dà z ==> a , quindi un integrale primo 
sarà p ~ qV (z) . • 

Per avere 1 ’ altro integrale primo all’ equazione 
qdp - — pdq = q moltiplicata per ~ , aggiungiamo la seconda. 
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pdx -+ qdy — o moltiplicata per y , ed avremo 

xijJf — pJi ) ^ tjy d y = o , il cui integrale è 

?* f 

f* -f. y = b : avremo in conseguenza 

fi ? —j. ^ — y(z) per esprimere 1’ altro integrale primo della 

proposta , ‘ . 

L’ integrale finito poi si può subito ottenere eliminando 

L per mezzo dei due integrali primi , e si ha 

x¥(z) ~h y = f(z), che c il cercato integrale completo, 
perchè F ( z ) ,/'( z ) rappresentano due diverse funzioni arbitra- 
rie di z . 

Sia proposta 1* equazione 


(£> 


( £_* A _} ( Ù ) = O , ed il di lei integrale dipea- 

' A* ' x •+ ir ^ dx * 


dx * ; v dy' J " x -+ y' dx‘ 

dcr'a da questi due. sistemi d’ equazioni 
f dp — dq 
\ dy — dx = O 


(O 




(a) 


f dp -r- dq 
dy H- dx = o , 


— _ 4 ^- dx = o , 


da ciascuno dei quali dovrebbesi ricavare un integrale primo . 

. La seconda equazione del sistema ( i ) ci dà y x a , 
quindi y == a ■+ x , e .perciò la prima diverrà 

Jp dq -h dar — o , ed a causa di dy — dx = o , ella 

à potrà così trasformare 

d p — do -2— { pdx — H pdx q ( dy — dx)} = o , ovvero 
jp dq - 4 ~ (pdx — qdx -{• dz) = o , il cui integrale è 
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f p — 5 ) ( 2® -!-“)-{- az = 6 » e 1’ integrale primo completo 
( p — g)( 2 ar- 4 -a )-|-23 = F(a), e ripouendo per a il 
suo Valore 

(P ~ 2 ) ( * -+J ) H- 2z — F( jr — a; ) . 

La seconda equazione dell’ altro sistema ci dà y x — a', 
la quale cangia la prima in 

dp -5 - dq — —, dx — o , che non potendo integrarsi , ei dice 

non essere ottenibile un altro integrale primo . 

Per avere 1 ’ integrale completo cercato , trovisi 1 ’ integrale 
dell’ equazione del primo ordine 


_A*_ ISJLZJJ — o 

at -+- y x -+ y 


p — q 

Applicandovi la regola data al §. 340 > si avrà il sistema 
di queste due equazioni 

dy -4. dx — o , dz — } dx — o , dagl* integrali 

delle quali dipende l r integrale cercato . 

La prima ha per integrale y -i- x — a , e questo cangia 
la seconda in 

dz -4- ” dx = dx , il cui integrale si ricava da ciò 

che è detto al §. 125 , ed è 

s = e " C -4. fe * ■ — • ^ dx j~ essendo C una costante 

arbitraria . 

L’ integrale dunque completo della nostra equazione sarà 


j •+ * 


r - ■) 

p ( ar >4- .y ) '*+• f e “ • — ~ dx J , facendovi 

a =3 x y ad integrazione eseguita . 

§. 253. Prendiamo ora a considerare 1 ’ equazione generale 
lineare del secondo ordine 


MATEMATICA SUBLIME 


s 38 


(A).... ( 


d*z 


Qz -f* T = o , nella quale M , N , L , P , Q , T sono fun- 


N(£) 


L (£) 


P(x) 


zioni di x , y . 

Noi potremo ridurre quest- equazione più semplice introdu- 
cendo opportunamente due altre variabili <o , 0 invece di x,y. 

Supponiamo dunque che z sia l'unzione di due variabili u),0, 
essendo ciascuna di queste funzione da determinarsi di x,y: 
avremo allora 


(-£•) 


<,*-(£><£)•* (a) <£)• 


(-£-) = (£)(£)-*- (S)cS) 


du ■ 


dj 


db JK dy 


(£■> = *+ »(.&)■(£)(*) -*<£>(£)’ 

cS)(£)h-(S)(S) 


^ dt J ^ djc* ' * 

O = <£><£> (£) -* <&■> {(£) (?) - 0 (£». 


PO’ 


•V Jy Z 


dy' 'dx' • 'd*' ' dxdy ' * ' 48 7 v 

(il?) (*)* 

'■<**>*' ' 4> ’ 


»0<S>'<s>*<£H2r 




Facciamo le respettive sostituzioni nella proposta , ed e&- 
sa prenderà la forma 

■» <£> H- V(£) -+ N'(£) -+ !•■(*) H- P'(?,) -+Q*-*- 
T = o , essendo 

R = (£V MC^>($) -*• 

BI = *(£)(£>'- 11 {(£)C2) •*.(£) (s)}*^t$)(S)« 


* 
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Ora essendo w,0 due funzioni indeterminate di x>y fac- 
ciamole tali che annullino i coefficienti B. , N , ed allora l'e- 
quazione si ridurrà di questa forma più semplice assai della pro- 
posta ( A ) . 

( E ) •-••• (£59) ■+ CaH * V = 05 nelIa 

quale le variabili sono w ,8 , z ; ed i coefficienti A , B , C so- 
no funzioni delle w,9; infatti* le condizioni che abbiamo ap- 
poste alla determinazione di u e 9, ci danno 

<5) , ^ H (.sHg)H.N(gr«o; • 


dalle quali si ricava 


queste sono due equazioni a differenze parziali del primo ordi- 
ne : integrandole dunque (240), troveremo per co e 8 una infi- 
nità di valori , tra i quali scieglier potremo i più semplici ; 
per mezzo di essi poi troveremo i valori di x,y espressi iu 
« e 8 , che sostituiti nei coefficienti della proposta , li cangeran- 
no in altrettante funzioni di to , 8 . 

La trasformazione per mezzo delia quale 1* equazione ( A ) 
è ridotta ad una forma assai più semplice ( E ) , non può se- 
guire in due casi , che io mi accingo a decifrare . 


Tom. III. 

\ 



Oo 


/ 

1 


\ 


r r 
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Riprendiamo 1’ equazione 


SUBLIME 


(A) 


(&) 


Mi 




(b -q- T = c . 

Se fosse M = o , N = o , essa ridurrebbesi 


(«g)-t-L(£)H-P(£)-f-QzH-T==o, e si avrebbe 
(i J ) = o , (£) = o , per il che w , «^debbono essere funzio- 
ni della sola y , c quindi, non possiamo determinare x in fun- 
zione di w e di 6 . 

Il secondo caso ha luogo quando N = A M’; poiché allo- 
ra abbiamo 

( £) = - im%)> «(£)==- cd,w viene ?d 

essere funzione di 9 . 

* Le dufc variabili u , 6 non sono più indipendenti 1* una 
dall’ altra 5 e siccome x ,y lo sono > non ponno perciò esser da- 
te ciascuna in funzione di w > 9 ■ 

In questo caso ci regoleremo così : lasciando stare y i sup- 
poniamo che z sia una funzione di y c di ù, essendo anche « 
una finzione di x,y dato da quest’ equazione 

(£) — si avrà allora * in funzione di w f àiy. 


e quindi 

<£>-(£)(£>. (®) ~ <£)(£) + <£?•• ' . 
la quantità (**)' ci indica il coefficiente di dy nella differenza 
di z considerata come funzione di w e di y. avremo in seguito 
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(£) = (2UÌ)* *+ (£)' H- (£) (g) H- 3(1%)' (g) i . * 

ora se noi sostituiamo questi valori nell’ equazione ( A ) , e vi 
facciamo 

N = jM‘) (g) = — ~M(g), si vedrà che ella si può ri- 
durre a quest’ altra forma più semplice 

(E-) ■■■■{$)■ •+ A-(gy h. b-(ì;j -f> cz ■+ v = o ; 

di maniera che l’ equazione (A) sarà sempre riducibile ad u- 
na di queste due forme 

(S)H-A(a)4B(Ì)H.CsH.V a =o, 


Cl?*) *+ a d) ■+ *+• c2 


V = o. 


§. <154. Consideriamo pertanto 1’ equazione 
( E ) • • • • ( 1% ) H- A(g)n-B(g)-i-Cz-f.Vs=o. 

Per integrarla io faccio z = e a /3 , indicando per a , |3 due 
funzioni di x , y da determinarsi . Ciò posto , la suddetta equa- 
zione ( E ) si cangerà nella 


poniamo per determinare « 


£>-*}(«)-{(£ 


) ^ A (5= > •+ B(J 




( i ) . . . . { g ) h- B = ° , e per determinare 0 , 

(2) ■+ ((g) *+ A}(!g) = — Ve"“; bisognerà 
allora che queste due equazioni soddisfacciano alla terza 

(3) ••••<&) •+ <£>(£> •+ 4(£) -e B(g) -+C = o. 

fi’ equazione ( i ) ci dà subito 


Digitized by Google 



apa MATEMATICA SUBLIME 

« = — /B dx -t- <p{y)y e sostituendo questo valore di « heU’e- 
quazione (3), debbe questa esser soddisfatta, per ii che si ha 

C — AB -5- (£). 

In quest’ ultima equazione èxor.tenuta la relazione che regnar 
dee tra i coefficienti della proposta , onde abbiasi per integrale 



Per soddisfare all’ equazione (P) potremmo porre anche 


( i } 

00' •• • • & 

ed allora il 


/('*) h- B> (* 1 ) = — Ve' 

' dxd > ' ■ L v dx ' J K dj ' 

il valore di a , dalla prima ottenuto , avria dovuto 

• ii • / 

nmf ir'n 1 Ann'i'Mrtnn 


CQ allora 11 vìuuio ui et y uaua [umiti uucuuiu r uvria i 
rendere identica 1’ equazione 

(3)’ • ■ - (&)-<-<£)(£>-<- A(g)H-B(*)^C 


: °v 


ciò che succede se 


C = AB -h (ii): 1’ equazione dnnque (E) è integrabile in 

dx 

0 

questi dne casi 

C = AB h- ( ~ ) > C = AB h- ( —■ ) '• e integrale nccz = 

' dy 1 * v nX 

, essendo « , (3 date dalle equazioni fi), (a} nel primo- 
caso » e dalle f i )' , ( a )' nell’ altro . 

Sono dunque integrabili queste due equazioni 

(£ 5 ) -*• A(g) + B(g) * {AB H. (g)> * .f v = a/ 

*<£> ^ v = ° • 

Ir equazioni poi (a)» (a)’ sono facili ad integrarsi: in- 

fatti per la (a) facendo (~.j = n , si ha - 

(^) H . /(^)h-A} zz = — Ve - *, equazione del primo or- 


1 
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dine di cui l’integrale si è dato al §. 125., e trovato u, si 
ha subito 0 = fudx — {- <p[y). 

il simile si dica dell’equazione (2)'. 

Per farne un esempio , sia proposta J’ equazione 

(77) — (r) — ( 7-) H- — — - * = o r facendo 

v dxdy ' x—y'dx' x —y K dy J t*~ >) 


d— — B , si ha appunto 


x-y 


C = — 2 __ , A = 
i*-yY 

C = AB -{- (^)j dunque essa è integrabile, ed il suo inte- 

et 

graie è z = e 0 , quando * , 0 si determinino per mezzo di 
queste equazioni 

La prima dà 

u = — l( x — y) l Cosi •, e siccome la costante può es- 
sere una funzione di x' t perciò si avrà 

x = l - 1 , e quindi e" =* essendo fx funzione arbitra- 

x-y 1 x-y . J 

ria di x . • _ , 

Per integrare l'altra, facciamo (~?) = m, e si avrà 

dy 

(£•) -*■ { f Yx - “ = °» ove fx =>(*-£))* quindi 

u— ( essendo una funzione arbitraria di y. 


Trovato u , si avrà 0 e sarà * ^ 

0 = fuiy =/\z=l*£ìll dy = L /(*-,)’ » (, ) dy -, 
avremo pertanto 

0 = jr {/(* — y)'*(y)ty H* F(*)} » e quindi 


/ 
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MATEMATICA SUBLIME 


z = e*f 3 = -±-./(x~— jryr(jr)d£-t. essen- 

do F(ar) una funzione arbitraria di «, e f()i) di y . Se si 
facesse y(_y) = o, si avrebbe per z il valore particolare 

F(w). • 

x—y v 

§• 255. Soppouiaoio ora che nell’ equazione 
( i -H A(£) -+ B(£) 4Cz4V = o, non sia 


dx * 


dy * 


C = AB -4- (*i) , nè = AB -4- (~): più piccola riflessio- 

ne ci farà vedere che possiamo dare all’ equazione la forma 

d ( ^4^ ) B {(£> H- Az > ( C - <Z> - AB ) *-+ 

V = o. 

Ora facciasi z' — ( — ) -f» A z > e si avrà 

v dy' 

(£) H* Bz' h- { C — — AB } z -4- V = o . 

Facciamo M = C — ( — ) — AB, e ci verrà 

Se noi differenziamo questa ultima equazione per rappor- 
to ad y , otteniamo 1’ equazione 

=0, che aggiunta alla precedente moltiplicata 


per A, e facendovi z' invece dL(^) -4 Az , diverrà 
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ìO-ì{;(?-a 

V 

«■ ì z ^ 2 "* ( 47 ) ^ A ^ = 0 ) ovvero moltiplicando 
tutto per M 

(cj) -K { A - i (f )} (£) •+ B(t') H. { M (£ ) * 

AB •+ M }• z * 4 - M ^ AV = o , nella quale in- 

dicando per A' il coefficiente di (^), per C' quello di z' , 
c per V la quantità indipendente da z , si otterrà 
( E' ) . . . . ( £jL ) A '(*') h- B(g:> h. CV •+ V'ssoì 

così 1’ integrale dell’ equazione ( E ) dipende da quello della 

( E ) ■> giacche trovata z , si ricava -z dall' integrazione dell’ e- 
qnazione . 

Z ~ ^Tj) “** Az: vaIore di z si può anche avere dall’e- 

quazione qui sopra trovata 
( ) *+ B 2, *4* Mz -t- V = o > che ci dà 

!S = -s{v-+B a --K^)}.'' r 

Quando dunque, non essendo integrabile l’equazione (E), 
Io losse la (E ), dall’integrale di questa seconda si ricavereb- 
be quello della prima . 

L equazione (E ) è integrabile in questi due casi 
C =AB-f(5), C e= A'B -f- ( ~ ) : in questi • casi anche 
snfà dunque integrabile la proposta . * 
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■ » ‘ , 

Facendo z = ('—J -i- Us, avrebbe potuto dedursi dall’e- 
quazione ( E ) 1 ’ equazione 

- B(s)> <£)’-*• ( M 

AB -fM }s *f Jl( — )h- BV = o , ovvero 

(f) .... *<£) -*&(")-,- CV-h V' = o, 

essendo 

M = C 


(J)-A 13 . 

Dall’ integrale dell’equazione (F') dipende quello .della 
(E), e perciò questa sarà ancora integrabile nei due casi 

C = il 4 (J), C AB 

Se neppure i critcrj d’ integsabilità dell’ equazione 

• ^ . 


sono soddisfatti , noi la trasformeremo in un* altra 

(E") .... (££) -+ A*(ff ) -1- B(£) -* CV h- V" =fc, 

nella quale a" , A" ,J 0 " , V” sono formati di z' , A', G', V' co- 
me questi qui di z , A , fT» V • 

Se poi l’equazione (E') sarà integrabile, lo sarà anche 
, 5 a (, E' ) , ed in conseguenza Is (E); e così di seguito. 

Si veda una Memoria del Sig. La -Piace negli Atti dell’Ao 
cadeniia delle Scienze 177,3- » 

§ 250. Per farne un esempio, sia l’equazione 

v(2) = - 


Fattone il paragone coti 1 ’ equazione ( A ) del §. 263 , si ha 


/ 
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M = O , N = 1 ) li = — » Q — O > T = O, Ps=0| 

X V *. -ì 

e volendone la trasformazione in tra’ altra tra le -variabili w , 8 , si 
hanno queste dnc equazioni per la determinazione delle due nuo- 
ve variabili 

<£>*- (£ )'.(£)'== (5)’. <M1° si 

(~) — (^) = o, (~) -i- (^) = o, cui si soddisfa con u = 

' dx' dj dx 7 ' dj ' 

y -b x y ì — y — x ■ ' 

L’ integrale dunque della propósta si riduce a quello di 
una -equazione di questa forma 

( )*+A(^)H-B(^)-f C*-fV = o tra due nuove va- 

riabili w , fl » le quali sono date in x y y. 

Abbiansi sott’ occhio le denominazioni del citato §., e ve- 
dremo che «. 

A = — , B = — , C = 5,Y=I;M ==— 2H-o — 
a = — 4, L == — — , P' =• -j , e quindi t . 

A — — , B =■ — ~ , C = o, V = o : la trasformata sarà 

» 

dunque 

{ e ) ( ~~ ) H- — — ( — ) — ( -‘ ) = o , nella quale 

z è funzione delle variabili w,fl. . . ■* 

; Paragoniamo ora quest* ultima equazione (e) con la (E) 
del 254. , ed avremo 

w = x , « = y , A = — i_ 6 *, B == — ^ , C = o, V «= d -, 

sarà poi quell' equazione integrabile se ayrà luogo una di que- 
ste due coudizioni 

»■»*•* * li v*— • li - * » . . 

Tom. III. P p 
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C = AB -f- ( ££ ) > C = AB -4. (‘J*): ora non avendo luogo 

alcuna di esse , ' come potremmo vedere con la sostifuzione dei 
respettivi valori di A , B , C , concluderemo che 1’ equazione 

(*) • • • • (£|) *+ dr e (£) — j~i(2) = o. non è inte- 


grabile facendo z = e* fi . 

Per questo incominciamo le trasformazioni di cui si paria 
al § 2 5S- » c seguendo quanto vi si dice , quest’ equazione si 
trasformerà ia un’ altra * 

(<”) ■ '• (££)-* A'(ÌHB(j) -+ CV-f- V' s== o y 
ove sarà 

*' = (a) -I- -!-.*> A' = A- è(5)i C = M ('i) H- 
AB -p M ; *M = C — {—) — AB , e quindi sostituen- 
do i valori di C , A , B , e facendo le indicate differenziazio- 
ni , avremo y 

M =<“??; A ' = - “v B = ~ c - (^7T- 
V' = o : 1’ equazione dunque cui viene in questa guisa ridot- 
ta la (e), sarà 


«o (£5) - ra ■ • C£) - dn • ) H- 

Quest’ equazione è quella stessa che presa abbiamo per 
esempio al §. 254-, e per la quale abbiamo ottenuto ( le va- 
riabili x,y cangiansi in w , 6 ) * 1 

2' = ~- e /( « — •)’ ■+ • F ( to ) , facendosi l’inte- 

grazione nella snpposizione di w costante . > 

Trovato z' si ha s dalla formula dello stesso §. 355. » 
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as =-i( VH * Ba ' -**(£>}» e p er noi = - s.( v ■+ 

Bz'-h(^)}': sarà dunque 

. = _ «irli; {- - I)'T(I )d> - ^ . F[») 

z=/(w _ »)**-(«)<£» h- F(w) - (u - fi)/(to - fl) ~ * 

(<■>-«) ,/F, 

2 ■'*»'* 

(Onesto valore di z è 1’ integrale completo dell’ equazione 
(e), cd in conseguenza della proposta 


(5?) — (^r)— -j(£) = °, quando in esso , ad integrazio- 
ni compite , si faccia 
w = arH-^, $ = y — *. 

Se noi facciamo , r,(#) = T ,(#) =fdiT ,(*) , 

y ( 8 ) = y"cfj y ( 8 ) , 1’ espressione della z si ridurrà anche a 
questa più semplice 

Z = («-- «)▼,(«) -4. a y ; (S)>4-F(«) — ovvero 

fatto (g) =? F(w), . * 

z = zxr jy - x) H- W iH (y - a) -+• F(^ H- *) - xF(y~b *). 

§ 25?. Esponiamo ora un metodo datoci dal Sig.* Le - Gendre 
per T integrazione dell’ equazione 

• ’ ' 

(£) ■+ M (£r,) ■+ N(£-t) -+ P(£) H-Q(g)+L SH - T =o. 
Supponiamo che quest’ equazione sia il risultato dell’ cli- 


a 
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turnazione di z' tra le due equazioni a differenziali parziali del 
primo ordine 



ed i valori di m » n , l > X , vi , v sr troveranno così : 


Differenziamo- la prima di queste due equazioni rapporto 
ad », e quindi rapporto- ad y , ed avremo 



fatte ora le debite -sostituzioni nella seconda equazione » diverrà. 



e quindi fattone H paragone con la proposta , otterremo- 


m -h ni = M , mnt == N r 

(^) H- m (^) -b ni Z'ot = Q » l-bl =. P , 


V r 


( -J~) ~b ) -+• VI -T- » = i* JL- «1=^ T ' 

. ‘Queste equazioni ci daranno facilmente t valori dei coet T 
fidenti ,v* ed in conseguenza conosceremo le 

due equazioni, tra le quali eliminando z , si ricava la proposta» 
Jj integrazione dunque di quedl’ equazione dipende dall in- 
tegrazione delle due equazioni (E). 


f 
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Se ora i coefficienti della proposta saranno tali da rende- 
re nullo il valore di n , se faranno cioè n = o , allora la se- 
conda di quelle due equazioni (E) diverrà 

(^-) -}- m( ~) -4- l' z' = v , che essendo una equazione del 

primo ordine , se ne riguarderà conte sempre possibile 1 ’ inte- 
grazione . Potremo dunqae considerare 1 ’ equazione del secondo 
ordine come integrata , perchè dipenderà da equazioni del pri- 
mo ordine . . 

Se poi i coefficienti della proposta non avranno nna tal pro- 
prietà , allora comincieremo ad eliminare dalle due equazioni 
(E) la quantità z/cd il risultato della eliminazione sarà nna 
nuova equazione lineare a differenziali parziali del secondo or- 
dine di questa, forma 



T = o ; facendo ora dipendere questa equazione dalla elimina- 
zione di z" per mezzo di due equazioni del primo ordine 


(E') . 


{ 


(S') m{~) -+• l'z = riz -4- v 



si avranno per 'determinare m , n ,1 > 1 , ri , v' delle equazioni 
in M' , N' , P' , Q' , L' , T' , simili a quelle trovate sopra in 
M , N , P , Q , L,T per determinare le lettere dello stesso nome . 

Se pertanto i coefficienti M\N' cc. saranno tali che ren- 
dano ri = o r si potrà ottenere il valore di z", quindi quello 
di z', e da questo avremo quello di z. Continuando lo stesso 
andamento , si troveranno continui casi d’ integrabilità dell* e- 
quazione proposta . 

Tutti questi metodi non sono* petò' dhe jt»rrio©l*rj , e ci 
lasciano sempre desiderare , come abbiam detto qui sopra t una 
Teorìa completa per Y integrazione dell’ equazioni a differenze 
parziali. 

§. 258. Per l’ integrazione dell’ equazione * -1 — 




1 
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( ~ ) H- M ( ) -h N( 1*?) = o non ponno adoprarsi i metodi 

precedenti quando M ed N, sono funzioni di p , q . Ecco pe- 
rò come il Sig. Le-Gendre ne fa la trasformazione. 

Nell’ equazione dz — pdx -i- qdy , p e q sono due fun- 
zioni di x e di y , ed in conseguenza potranno viceversa ri- 
guardarsi le stesse x,y come funzioni di p e di q. Fatta que- 
sta considerazione , la regola dell’ integrazione per parti ci darà 

z = px — t- qy — /( xdp «•+ ydq ) , c ponendo 

xdp h- ydq = dv , sarà 

z = px ~h qy — v, x =(%?), y = (—) : si vede dunque 

V df 

che so conosceremo io qualche modo il valore di v » che dee 
essere una funzione di p e di q « allora eliminando per mez- 
zo di quelle tre equazioni p e q , avremo un’ equazione fra le 
tre variabili z,x,y, che ci darà una di esse. espressa in fun- 
zione delle altre due . > 

Procuriamo ora di trovare un’ equazione tra v ,p ,q . Il 

coefficiente differenziale (£~) = (^) suppone costante, ed in 


conseguenza nulla la differenziale di (^); dunque 


Ora x = ( — ) ci dà 

K dfi J 

dx = ( ~)dp h- c ponendo invece di dq il sno 

valore . 

dq == 


( Jll. )dp : ( ^ ) , si avrà 


V ip ‘ ; v di' 1 V dfdf ’ 


dx — 

(£) 

funzione di p ? sarà 


dp-, considerando pertanto x come 
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(^) = •: (jp) rappresentando per a. quel numeratore ; e se 
riguardiamo p come funzione di x , sarà 


(*J) = (* 5 ) = 

K dx J V «/W « 

Nella stessa guisa troveremo 

/ d'z \ l ( j["Y_ \ / d't 

' dxdy * ' dfidj 


( d z \ __ f 1 d'v \ 

^dp) — ’S'-dP*- 
Sostituiscami questi valori nella proposta , ed avremo 


(rv) — M (-£— ) H- N (-— ) = o , la quale ci dee dare il va* 

lore della funzione incognita v . In quest’ equazione le varia- 
bili di cui è composta la funzione, sono p e 9, ed i coefficien- 
ti M , N sono funzioni di quelle variabili stesse . 

L’ equazione 


d'v 


(ì : V ' 


(I -+ <?’ ) ( £* ) — 2pq (^ ) -f ( 1 -hp’Mj!) = o, cui non 

potrebbe applicarsi il metodo spiegato nei §§. precedenti , si ri- 
duce subito a quest’ altra 


.d’v 


( 1 *+ q')( —) ~*~ 2 P7(f p 2j) "+* ( i H- p' ) (J?) = o , tra le 

tre variabili p ,q ,v , la quale è suscettibile di quel metodo . 

§. 359. Ma a proposito di una siffatta integrazione possia- 
mo anche adoprare 1’ artifizio seguente . 

Ripresa 1 ’ equazione 


d'v 


2P?(£j) 9 3 )(~) = o,riguardia- 


' dx l 


uio le tre variabili x , y , z come funzioni ciascuna di dfte al- 
tre variabili tì , t , cd è chiaro che se potremo avere tre equa- 
zioni di questa forma 

x = F(w , 6 ) ; .y = £>(ùj , 0) ; s = Y(w, 0 ) 1 ’ eliminazione 
di u e di 0 ci darà un’equazione tra x,j» r 5. • 


♦ 
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Posto questo , avremo 

» * « ■ • ■ • 

clx = ( £)<*“ -I- (jjW' 

d, =(*)<!» H- (*)<«, * '■ 

ma essendo z funziono di J,> > sarà 

t£) — iS> <£> 1 «> t£i . . 

(£> = (£><£) •+'($•) (g).« v, ' ro 

( 5 > 

Da queste due .equazioni troveremo i valori di p 
e facendo 

(£)($) -c 3 *#Vr L • ... . ... 

<£kS>- c*>c»>- w V. : 

f Jy \ (rf;\ ( J l) (Ù) = M , avremo 

wi ' ' dt ' K d%' K du' 

p = — M : L , 5 = — N : L .. . 

** — - y ‘ , . f . 

Saranno poi identiche le due equazioni 

... j H. M(fi) = O, 


C di q , 


j4 


(E) 


Trovati i valori di p , q , conviene trovare quei di 
espressi per le nuove variabili' Avremo per questo 


■r > s , t 
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<ss 5 = r(e)(S)H.,(ì',(S).^* ( i)(à 


' te' / 


p(l’* ) o( ) 


•( T) - «($)(*) -* *(&•-**<£) *►»(£), 

iC sostituendo in queste equazioni i valori di p e di j, si avrà 

'(*)■>. ■ ! 

■ L (£j) rf M(£j) -^P<f)<*£«Ì$(*)H- 

«(SXgJH-KSJtg)}. 

1 (^)-*»(A)h.*($) = 1 { «(SU g) -, 

dalle quali ricaveremo i valori di r , s > t ; .e facendo avvenen- 
za alle riduzioni che nascono dalle equazioni identiche { E ) , 
avremo 

Vr - (|)-XL(5)H.H(g) -«.*(")> _ ,(J)(|) X 

{ 1 (,b ì )-s(Sh m iS)}-*^'{ 1 (Sh 

- ?(£?)- <• M(a?)>. 

L ’» = - ( % li ( % ) {L (0T- : Ni [* ) ■ - : ®fT0 JT-trf ) O - 

(s)( 2)>{ E ti»j-*- K (-vS)-*- M (»)>-(SK2)x 


fTfJ’*' 


TVT / \ 


TVT /■ rf'jr \ 1 
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L H 


“ (ì')‘ 0(£) -*• N(g) -+ *(£)} - *(g)(g)x 

< L <S> -+ N <iS> M(^)> •+ (£)• {L(g) H- 


ora sostituendo nell’ equazione proposta per p t q , r , s , f i re- 
spettivi valori , avremo qnestà trasformata 


{<Sr H-(£r^.(£r} {!(£)-► N ( g>^M(£o}- 

»<(*)(£) -*• (*’><£> - (Ì)(Ì)}{m£) - 

N <-£fe> -*• «<££)> -<&>' -ptST> x 

{L(Sn-t-N(£ )H .M(£ )}=0 . 

y" » 

Quest’ equazione sarà soddisfatta se noi poniamo 



Le nltime tre di queste cinque equazioni ci danno 
s= P (w)-t-/ (fi Jj 
y=Y 

x = F"(w) ) » indicando per F(w)> F(w), F"(co) 

tre diverse funzioni di w , ed egualmente per /'(8)*/ > (®)» 
j - (0) tre diverse funzioni di 0. 

Questi tre valori poi di x , y , z dovendo soddisfare alle 
due prime di quelle cinque equazioni , avremo tra le sei fun- 
zioni queste due equazioni ( si scrive F ,f ec. , per F(«), 

/(«) « )> j *f 
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(g)’ H- (£')* -+ (gr)‘ — 0 » cd in conseguenza 

A’ = F (io) 

jK = F(w) -*-/'(«) 

s =/dw V '( - (gr - (£r ) -+/*•✓( - iir -(So 1 ). 

Questo sistema di tre equazioni saia 1’ iutegrale completo 
della proposta : anzi bastando due sole funzioni arbitrarie , pos- 
siamo fare F ( w ) = w , f ' ( $ ) = 6 , cd avremo 

y = w h- ù 

x = F(«) -+/(«) 

s = fdu V ( — t — ( £ ) -h /rff V4— *r T-rf&fy: rrrpTìt- 

zione poi tra x,y,z sarà il risultato dell’ eliminazione delle 
due quantità w , 9 . . 

Io non mi trattengo a parlare di più sopra 1’ integrazione 
delle equazioni differenziali parziali , giacché quel poco che se 
ne sa al di là di ciò che ho spiegato , non riguarda che dei ca- 
si particolarissimi pe’ quali sono stati anche immaginati degli ar- 
tifizj particolari : ne farò discorso ogni qual volta mi verrà ip 
acconcio trattando delle affezioni delle superficie curve , c del- 
le curve a doppia curvatura . 

Per ciò che riguarda poi 1* applicazione dei metodi spie- 
gati alle equazioni degli ordini superiori, essa è così limitata, 
e le difficoltà vi si complicano in maniera , che nessuno avan- 
zamento in sostanza può dirsi che abbia fatto 1’ analisi in qùe- 
sto ramo . 

§. 260. Gf integrali completi delle equazioni differenziali 
parziali contengono delle funzioni arbitrarie , la cui determina- 
zione debbe attingersi nelle condizioni dei Problemi dipenden- 
ti da tali equazioni . Ecco come ci dirigeremo per ottenerla . 

• Sia P = <p(Q) r integrale di una equazione differenziale 
parziale del primo ordine, nel qualep(Q) rappresenti la fun- 
zione arbitraria, P,Q due funzioni date in x>y,z. Suppo- 
niamo ora che le condizioni del Problema ci dicano, che quan- 
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do y — * funziono data di x , debba anche essere z = a »l- 

x * 

tra funzione data di x , si tratta di determinare <p in modo che 
questa condizione abbia luogo . 

Per questo nelle quantità P e Q sostituiscansi i valori da- 
ti di y c di z , ed esse diverranno allora due funzioni cogni- 
te di x ; rappresentiamole per X' , X ; bisognerà, che 1' equazio- 
ne X' = p(X) sia identica, ciò che dovrà ottenersi con una 
opportuna determinazione della forma della funzione <p . 

Per questo poniamo X — t , e cavando da qnest’ equazio- 
ne il valore di x dato per t , e sostituendolo ia X' divenga 
questo T ; avremo allora 

T = p(t), e così T sarà la forma che aver debbe la funzio- 
ne incognita <p(t) di t . Dee dunque p(Q) esser fatto di Q , 
come p(f) 1 ° ò fatto di r'j crofr- p omo - jF- fe- fatto di t . 

Ter esempio, avendo- trovato al §. 241. che 1 ’ integrale 
deir equazione 

*(£) h- 3 = o, è- 


zx = ^(“)» determiniamo la forma della funzione in tal gui- 


sa , che fatto .y = ax ’ abbiasi 3 = bx : avremo allora, quest’ e- 
quaziooe , 

bx * = Y(a.t), la quale dee essere identica. Fatto ar = t„ 


si ha 

... 


5 x’ — ^ ; dunque 
— = Y ( t ) r ed in conseguenza 



: sarà in fine: 

(ì? 


§ 261. Sta ora F =■ <p(Q) -4- S'*' (R) 1 ’ integrale com-. 
-pleto di uDa equazione a differenze parziali del secondo ordi- 
ne : P,Q,R,S sono tante funzioni conosciute delle variabili 
x •, y , z i e p ( Q ) , 'J'(R) sooo le due funzioni arbitrarie. 
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Cerchiamo di determinarle in tal modo che fatto y = , , a b- 
Liasi z — fi * , e fatto y = «' -, abbiasi z — fi , essendo a , 

X x 

fi K > » fi x quattro funzioni date di x - 

Supponiamo che le sostituzioni di qaeste- funzioni in P , 
Q > S , R ci diano queste due equazioni 


u x ~ C (•«',) H- ri x ^ ( r' x ) , e dovremo^ determinare le due 

funzioni <p , y in maniera che tali equazioni; riescano' identiche, 
facciamo m * = nr > w potrà sempre determinarsi; 


supponendo ora che nella prima ctpiaziotwr s e vres p a dotta qrran- 
tità w , si avrà: v > 

“irn-w = + 1» quale sottratta dal- 

la seconda equazione ci dà: 
u — w. = n T(r ) — « y O 1 . 

Ora se si fa r * = £, si avrà x dato in funzione di / , e 
supponendo che - sia r = t — t- A?> avremo } chiamando 
' 9 t >9 t i coefficienti in funzione di t , ed indicando per T 
il pómo membro in funzione di t > avremo dissi 


Questa equazione è una equazione del primo ordine a dif- 
ferenze finite variabili , poiché At è una funzione di t : il di 
Bei integrale , sarà dunque 
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T( 


tL~ C ~ £L 5- ì 

t) — e ‘|c^2e 


eseguendo le inte- 


grazioni secondo il sistema di differenza variabile die regna in 
quell’ equazione . 

Trovato come Y ( t ) è fatta di t , si avrà subito come 
Y(R) è fatta di R. ; ed in seguito come <p ( Q ) è fatta di Q ; 
onde 1’ integrale soddisfaccia a quelle due condizioni » 

Si vede dunque che tutta la difficoltà di questa ricerca 
si riduce all’ integratone di un’ equazione del primo ordine a 
differenze finito variabili » parlato 

( Tom. I. Cap. III. ) . 


Fine del Tomo Terzo. 



•60685G 


i 
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r*g. Ver. ERRORI 



CORREZIONI 

a. 

I E - iS 

*• E “ « - « • * * * 

. . . 

• »> 

b = a L-H 

a t — ti 

i 

4. ordiniti per i coseni . . 

• • • 

• 8» 

ordinari per ì seni 

ii. 

u'du 



A *'* 

a3 ‘ V(*«* -+•«* — Q) ' 



V(B«* h-,«-C) 

19 . 

34. delti veriabile «... 

• . . 

• I* 

della variabile J 

I«. 

18. 2i'* H- 4e'jf* .... 


• 8* 

li te -+ 4 c'x‘ 


IJ». 20*' 

• a • 

• 38 

2 ex* 

18. 

> 4 - -(•**-+ 4/ • • • 


• 1 


J»- 

, 0 ./ 



r — *• e** 

J (*•-+**). V(e*- 

**) ‘ 

• •» 


93 . 

1. del §. 15. 

. . e 

• W 

Bel § 154. 

* 3 - 

3 „ vi l *^* ) *- 4 ’’ , ì- 




v \ a / 

• 1 

• II 

Vi 4 ) 

14 - 

3 del f. 15. 

• • . 

• 8» 

Bel $. 154 - 


15 . ( lo«. ) 

• . . 

• »• 

( ' 5 * ) 


Ig, parabola 

• • . 

• 83 

Iperboli 


. ( kx % 4 — m ) 



V(**’ -+*♦— »r) 


21. B 


• r» 

X 

* 5 - 

t*ds 


• 8» 

t'dt 

*y(ii‘ -+f* -+■*•) 
*V(«' - s*) 

9 1 . 

,4 ' VI»*-/ 5 ) * • ‘ ’ 




/ 

* 9 ■ 

7 - V( 1 — e'ttmp) . . . 

• • . 

• 1» 

V( 1 — t'tnp') 

33 - 

16. est p invece di * . . 

• • - 

• n 

< tip invece di * 


18. 



i’ 


VO — f‘(«* 4 >)') 


• 8* 

V( » — c*(»*»P)‘) 

34 - 

*=*'"* * • • 


9 

uk* = lt ‘ m£p 

«• 

13. i-J . *: 

2.4 4 

* - * 

• n 

LJ é! 

3 . 4 ■ 3 

38 . 

„„ rfE , / <d*E . 

^ -<.^>^ 4 ?) • • • 


• . 

, 4 E, ,J*E» 

4 t- 

S - jz . 

• • « 


JL 


IO 



>0 

57 . 

, fdpcor.tp 
J A* * * 


. , 

riptst Ip ’ 

58 . 

I7 V 



xal V 

(.-«aja-fl 



<1 - 

59 - 

5 ‘ | =ee 

. . . 

• 8> 



3 ,. (--) = - . . . . 

. . . 

• r» 

(°- 7 J ) = -i 

• 5 * 

IO, Jt — i 

. • . 

• 83 

x — t.y — p 
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Bo- 

ti. 

*4- 


8*. 

91. 

94- 

95- 

9t- 

103. 

111 . 

113 . 

116 . 
11 9- 

133. 

'*3. 

134. 

136 . 

133. 

•33- 

135- 

■ 37 - 


Ver. ERRORI CORREZIONI 

6,8. Nell» fig. 3. li scrivi Y tri R e Q sulla linea RQ . „ 

»/-V- ■ * /— y-— W, 

^ / f I # f 

' m 1 ÌT-* r » r 7'' — ’ ’ ” ^ (T-+»*!* '* (T+iv ) /(J * = 

i.r(»),r'(») y"i*) 

8 - =/V(ar)rfjr* 4- C s= rfjr/y( « ) rfjf ss rfjr ^/T( ar ) /r 

*. >=/V (*)/*•-+• . , . „ 

Si tralasci la considerazione sulla collante C. 

«..=/«lc,/.(„ 4 K t „ -=/^ Tlì5(r r 

15 ’ " ‘ * viTV»') » ■= ■ - vrrV) 





•<S- Q</r Q</* 

so. Pj/y , Pj-rfjr 

6. h- r urvi *<ii» .. ....... -t •r~ uftdx v* 

- /- ££j r <n r 

* ■' I — « »r»lY — u) * ' **'*’* $ I— nstmV 

33. . rr -I- ( fi — I ) ri rr — ( /3 -4- 1 ) ri ■+ 

1. — it’dl ' . » 4 at'dt ss a 

». - MX . . . . . . . . .. • „ — MP 

10. — MX . , ^ .1 . e, .. ». — MP « 

6. Q = ì P 4- . . • .. Q = 1 P‘ 4 

* _ P ' ' ~ _ f 

3*4- agy 41 ” * ~ 4- ìQy 4- R 

8. aQiQ -t- aP3Q 

13. 2QtfQ WQ 

16. §. 95. ■, * $• '*4- 

S ' — Pi* 4- 1 Hi* -4 3) ~~ H : )0* 4- l) 

3. {««'* 4- ^ ma 

4 dy = A*** 1 ìi dy — Ka/~ 1 d* 

14. potenze dtit « . ....••»» potenze di jr 

91. dei denominatoti X r X',X' ec • • • M dei numeratori X,X',X" e«. 

ai. dy' = B(3x® ~ ..... .1 dy’ = 1 dx 

- . »*a »(W.|i+r)r 

7. 4- 1» ( Ug- (l 4 Jf)) j . . . . it 4- a — — — 

_■ — ’ ' 9 

f f j rw* -4- <fr — i* ( m ' -r gè — dje 

1 in4lH-K)' ._....!• Z — ( „ i 4-** ) E 


Digitized by Google 


Pag. Ver. IRRORI CORREZIONI 

/'^(A-fC/+E/ , )-Ev'(A-+C/H-E i *)}. * {v'(A-4-C/*-^E/«)- t - v '(A-rC i *-+.E^)} * 

’* 14 T/-7I- ‘-Tf-ir - 

- E (/-,)• - Et /-+/)■ 

15®* 3g. d>e » • •«* i»,«i dp 

2\ - d» » dp 

1 il 16 x* — li" * )* x . 1'" » )‘ 

14 • “V vy ~ 

»5*- <• 7 = c » £ = ' 

B » 

154.8.13,13. Ove è B 5! faccia-^-. .-...„ ‘ . 

> 5 - a(^) — — f • • » 3(j|?) = — 4* «*)>«/ f 

|6 o. 7. dell’ integezione , dell’ integrazione . 

164. iOL(l-i‘(»«j)‘)dT (.1— c'(u»p)')ff' 

165. 30. determirebbe .......... determinerebbe 

166. 3. x eroe* . 

170. SO. per una terza U . . . . . ... . . >. per Ulna terza « 

36. — i«p’ -+*/>/> VU't- p') • .» ■+±*p'-trdp VU4 

’ts- m y -7 1,*-.) 4 y 

** 23 vT^T)- # ‘ - » vTr^'7 1 )’** ' 

34. Si riscontra io stesso errore 

178. 15. invece di invece di dj 

'**■ - ■ « *' ( )*', * 

...■(*) .•(«)■•• 

19». 34. S- 17. . .... $• 

m u p{j x ) • p{jj) 

194. Si. ( I8>) . „ ( 184) 

>95- 31. — 3p' » . » . -4 3P' 

, 0 , I2 ri (7»-f«)C't . ( .4* -4-61 C> 

S ’ ' 4 ( .« -(-5) ( m -4- 1 ) ” 3!S«+4)(» + ll 

J.O , X'X— i)d- 4 -Xe. 4 -g X(X — I \b ■+ Xe- 4 -g ; 

(X-m)iX-*-» -lj4H-74a»)tH-/" '(X + e)lX 4 e — l)i 4 \X 4 l|* 4 / 

, </ y "* ^ “ - - - , - ■ ■» " — “v. - 

si 1. 17* ly ( ^ ) "O * . ♦ *•••*» ^ ^ ) "• 0 

#13. 9. (/ — #A 4- 4» ) . (/ — sft 4- 6») • 

317. 6 (cere. — Vi — l)/e»t) ( eoi» . V ( — 1 )st» t ) 

19 } = V =: . . . 

918. 18. Capitolo IV. , „ Capitolo (. 

m'a m't 

aao. s. ■+ '—*•’&* -, „ *4 — J.e«»5* = 0 

3* 3* 
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sei. ai..— «’Z . . 
322. 23. al 5- 103. • 


326 '9.20. } = (^)' HfiP "-*-*c.} dx „ 

227 . 3 •»*>*» «C. 


328. 13. — — p se a * y dx — 

230. 82 . -+ a‘Q = . „ . . 

33. -+ a’Q' = . . . . 

931. I. -4- a‘R = . . . . 

2. -+ a*R' = . . . . 


246. 




- *'Y 

•ìj 134 . 

}=:{££)■ ■ + 4 (SV«’"**-«c.}* 

« , A c, cc. 

-7^"“} = 

-+ l'Q = 

-+ iQ — 

- 4 - V'R = 

-+ e*R = . 

-ni;) 


354. 14. (R'*-ec.)£T ■ • 
255. 27. ai J$. 106. e 107. . . 

361. 3 cd X 

264. 18. Ora le due equazioni 

272. 19. de — Ida — o . . . 
373. 3. » c= /» -4- a . . . . 


dm 


>3 -(£) = ° 


37. Ovvero di b , ed a „ 

975 - 17 =?>'«.. 

377- 37- » ■+ P 

278. *0. * , y , a . .......... ,y 

381. 14 + M« H- N = o 

28 . ( $. 240 . ) . . n 

282. 1 5. ( /3 -4- * ) . . . 

16. (/3 -+ *) . . . . 7 .. . „ 

284- 3 1 - {** -4-*la -4- »* ) }d* . 

285. 2. ( 1 - ^) -t-^-(a' 

4- V = 

ai f.ty •+ fdx = dx . 

286. 12 -4- 

. - . jt -4- y v <1* y 

4 - ai, 

— <fr = O . 

*-*•> 0 


(R"-ec.) 7jt , 

al $. 136. 
cd y 

Ora le era «qtrvjioci . 
de H- Ida — o 

y = t - 4 - a 

(£) = » 

ovvero di i , a c 

= — 4>’a 

M •+ p 

*.y,* 

- Ma -f N so 
( 5- «39- ) 

<0 - *) 

1/3 - *>' 


/{ ** -4- a ( a -I- <*» ) }dx 


«5 


287. 7. — d* . .. . 

289. IS. ( 240 ) . ■ . . 

290. 22. nella ilifFe enza 

291. 4. N s= 5 M* . 
29I 23. $. 263. .c. * • 

3 00 - 10 m \ 7 xdy) • 


2 ' , 2 
fVdx zz : 

/></r -4- — rfe 

-4-— 4 (*) 


dx 


x ■+ j 

(239) 

nella differenziale 
. N = 1 H‘ . . 

. $• a 53 - 

(/■ ^ 
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